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Vorwort. 

Das vorliegende Biach ist aus den Vorlesungen entstanden, die 
ich seit fast 25 Jahren mit etwa zweijalirigen Pausen xiber Wahr- 
scheinlichkeitsreclinung gebalten babe, nnd es diirfte wohl kanm ein 
Nachteil sein, wenn sich diese Entstelmngsweise in der Form der 
Darstellung deutlicb verrat. Nacbdem es mir gelungen war^ eine 
brancbbare analytiscbe Darstellung fur willkurliche Yerteilnngsfunk- 
tionen anfzufinden, babe icb das Hauptgewicbt auf die Entwicklung 
der KollektiYmafilebre gelegt, die rnnd zwei Drittel des Werkes aus- 
fiillt. Die sogenannten Anwendungen der Wahrscbeinlicbkeitsrecbnnng 
auf Yersicberungswesen, Statistik und Feblertbeorie babe icb nur 
fliicbtig gestreift, weil diese Gegenstande langst iiber den Rabmen 
einer bloBen Anwendung binausgewacbsen sind und eine selbstandige 
Bebandlung beansprucben dtirfen. Als Ausgleicb bietet das Werk 
die erste lebrbucbmaJBige Darstellung der allgeineinen KoUektivmaBlebre. 

Das Manuskript war im unmittelbaren AnscbluB an eine im 
Winter 1898/99 gebaltene Yorlesung niedergescbrieben worden und 
lag im Anfang des Jabres 1900 druckfertig vor^ blieb jedocb einst- 
weilen unveroffentlicbt, weil icb micb damals mit dem Gedanken trug, 
eine groBere Reibe von Anwendungen der EoUektivmaBlehre binzuzu- 
fiigen. Dieser Gedanke wurde jedocb spater wieder aufgegeben, weil 
seine Ausfubrung einen Band fdr sicb beansprucbt batte. 

Bei der nocbmaligen Durcbsicbt der vor secbs Jabren nieder- 
gescbriebenen Darstellung babe icb die Auffassung der Probleme 
und ibre Bebandlung absicbtlicb ungeandert gelassen und micb darauf 
bescbrankt^ auBer einigen FuBnoten den Abscbnitt Uber das Gruppen- 
scbema und die Zablenbeispiele fur die Wirkung ubertriebener Ab- 
rundung binzuzufugen, Icb lege einigen Wert darauf, diese Tatsaobe 
bervorzubeben, weil in den letzten Jabren iiber einzelne Kapitel der 
KoUektivmaBlebre verscbiedene Arbeiten erscbienen sind, deren Inbalt 
sicb mit der von mir gegebenen DarsteUung sebr nabe beriibrt. 

Leipzig, 1905 Juli ii. 


H. Bruns. 
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Erste Vorlesung. 

Gegenstand der Wahrscheinlichkeitsrecliniing. 

§ I. Die Geschichte der Wahrsclieiiiliclikeitsreclmung (kurz W.-R.) 
beginnt mit den Namen Pascal nnd Fermat Ersterem mirden von 
dem Chevalier de Mare etlicke auf die Gliicksspiele jener Zeit beztig- 
liche Aufgaben vorgelegt, von denen bier eine, die znr Klasse der 
sogenannten Teilmigsprobleme gebort, besonders erwabnt werden soil. 
Der Gegenstand, nm den es sicb dabei bandelte, war knrz folgender. 
Ein Gliicksspiel zwiscben den beiden Spielern A und B wird vor der 
Entscbeidung abgebrocben; es soli der vorbandene Gesamteinsatz 
zwiscben ibnen geteilt werden, nnd zwar nacb Billigkeit, d. b. derart, 
da6 der Spieler, der die groBere Anssicbt auf den Gewinn des ganzen 
Spieles batte, ancb einen entsprecbend groBeren Anteil erbalt. Offen- 
bar verlangt die Beantwortung der gestellten Frage, daB man die Ge- 
winnaussicbten von A nnd B in dem Augenblicke, wo das Spiel ab- 
gebroeben wurde, ziffermafiig und in einwandfreier Weise abznscbatzen 
vermag. Pascal Idste die besondere, von de M^e gestellte Aufgabe, 
und ebenso aucb Fermat, dem sie von Pascal vorgelegt wurde. Der 
Bericbt bierttber findet sicb teils in dem, allerdings nicbt voE- 
standig erbaltenen, Briefwecbsel zwiscben Pascal und Fermat^), teEs 
in Pascals „Traite du triangle arifhmetiqm‘‘y der scbon 1654 geiuckt 
vorlag, aber erst 1665, drei Jabre nacb dem Tode Pascals, erscbienen ist. 

Es verstebt sicb von selbst, daB aucb scbon vor dem angefiihrten 
Ereignis die Menscben mit Wabrscbeinlicbkeiten gerecbnet baben, in 
abnlicber Weise, wie scbon lange vor EuJclid praktiscb Geometric 
getrieben worden ist. Gleicbwobl ist man berecbtigt, den Ursprung 
der W.-R. als einer matbematiscben Disziplin von dem oben erwabnten 
Problem berzuleiten, denn zu seiner sacbgemassen Bebandlung muBten 
— und das ist die Hauptsacbe — zum ersten Male gewisse BegrifPe 
und Grundsatze der W.-R. in matbematiscb bestimmter Gestalt aus- 
gesprocben werden. Der einmal gegebene AnstoB bat dann weiter 
gewkkt. Wenn aucb die bald nacbber erfolgte Auffindung der Infini- 
tesimalrecbnung und ibre Verbindung mit der Geometric und Mecbanik 
weiterbin vorzugsweise die Gedankenarbeit der Matbematiker in An- 


i) Abgedruckt u. a. in Oeuvres de Pascal, Edition Drion, Paris 1862, Vol. m, 
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spruch naliin, so finden wir doch lois zum ScUusse des aclitzeliiiten 
Jalirhunderts in der Literatur der W.-R. fast alle die Namen ver- 
treten, die wahrend jener Periods in der GescHchte der Mathematik 
uberhaupt hervorragen. Ebenso sind die Aafgaben^ die aucb beute 
nocb den Hauptinhalt der W.-E. bilden, zum groBen Teile bereits zu 
jener Zeit, wenigstens in den ersten Ansatzen, bebandelt worden. 
Einen natiirlieben AbschluB der genannten Periode bildet der „TraUe 
amlytiqiie des probabiliW^ Ton Laplace ^ dessen erste Ansgabe 1812 
erscbien. Der ,,Traite^^ entbalt eine zusammenfassende Darstellung 
des Standee der W.-E., wie er sicb zn jener Zeit, und zwar zum 
groBen Teil durch die eigenen Arbeiten Yon Laplace^ gestaltet hatte. 
Man darf sagen, daB seither, soweit es sicb um die allgem einen 
matbematiscben Grundlagen der W.-R. bandelt, nicbts wesentlicb neues 
binzugekommen ist, wabrend allerdings, wie zu erwarten war, die An- 
wendungen und die dafiir gescbaffenen besonderen Metboden eine 
stetige Weiterentwicklung erfabren baben. Hierber ist namentlicb 
der zuerst you FecJmer Yerfolgte Gedanke zu recbnen, daB die W.-R. 
zu einer Formenlebre der Kollektivgegenstande zu erweitern sei. 

Die vorstebenden gescbicbtlicben Bemerkungen m5gen bier ge- 
nugen. Einen ausfiibrbcben, biograpbiscb geordneten Bericbt findet 
man in dem Bucbe Yon Todhunter history of the mathematical 
theory of prohahility from the time of Pascal to that of Laplacd^ 
(Camhridge and London 1865^. 

§ 2. Unser nacbster Sebritt batte jetzt darin zu besteben, daB 
wir die allgemeinen Grundbegriffe der W.-R. entwickeln. Ebe wir 
jedocb dazu iibergeben sind gewisse Vorfragen zu erledigen. 

Die W.-R. wird baufig aucb als die mathematische Theorie der 
zufdlligen Ereignisse bezeicbnet. Dieser Ausdruck deckt allerdings, 
wie wir spater seben werden, die Saebe nicbt ganz, denn einerseits 
ist nicbt alles, was wir mit dem Namen Zufall belegen, dazu angetan, 
Gegenstand der W.-R. zu werden, andererseits ist die Geltung der 
Lehrsatze der W.-R. keineswegs auf die sogenannten zufalligen Er- 
eignisse bescbrankt. Wir woUen indessen fiir den Augenblick Yon 
diesen Besonderbeiten abseben und xms daran balten, daB in den 
Darstellungen der W.-R. fortwabrend Yon zufalligen Ereignissen die 
Rede ist. Dann wird man zunacbst auf die Prage gefiibrt, ob derm 
nicbt etwa die Bezeicbnung „Tbeorie des Zufalls" ein Paradoxon, 
einen inneren Widersprucb entbalte, denn eine matbematiscbe Tbeorie 
scbeint docb nur da angebracbt zu sein, wo es sicb um bestimmte, 
nacb Zabl und MaB erfaBbare GesetzmaBigkeiten bandelt, wabrend der 
blinde Zufall ja gerade das Gegenteil you erkennbarer GesetzmaBig- 
keit bedeutet. Hierauf laBt sicb antworten, daB zufallige Ereignisse, 
eben so gut wie die erkennbar gesetzmaBigen, der Zablung oderMessung 
imterliegen k^nnen, und daB zwiscben den Ergebnissen solcber Zablung 
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Oder Messung Mafibeziehnngen denkbar sind, die den Inhalt einer mathe- 
matischen Theorie zu bilden vermogen. Durch eine solche Antwort 
wird jedoch noch nicht die andere Frage erledigt, ob man denn bei 
einer wissenschaftlichen Betrachtnngsweise iiberhanpt von einem blinden 
ZufaU reden dtirfe, und ob nicht etwa, wenn diese Frage zu ver- 
neinen ist, die mathematische Spekulation fiber die znfalligen Er- 
eignisse lediglich auf ein mfifiiges Spiel des Verstandes hinauslaufe, 
dem keinerlei Bedeutung ffir die Vorgange der Wirklichkeit zukommt. 

Es kann nun nicht zweifelhaft sein, daB der Grang, den die Er- 
ziehung unseres Denkens im Laufe der Jahrhunderte genommen hat, 
mit der Zulassung eines blind waltenden Zufalls schlechter dings un- 
vertraglich ist. Der Geograph Oslzar Peschel sagt einmal in seiner 
„V 61 kerkunde'^ (zweite Auflage, Seite 399); da wo er auf die chine- 
sische Kultur zu sprechen kommt, sehr bezeichnend folgendes: „Seit 
unserem geistigen Erwachen, seit wir als Mehrer der Kulturschatze 
aufgetreten sind, haben wir unverdrossen, mit den SchweiBperlen auf 
der Stirn, nur nach einem Dinge gesucht, von dessen Dasein die 
Chinesen keine Ahnung haben, und fur das sie auch schwerlich eine 
Schfissel Reis geben wurden. Dieses eine unsichtbare Ding nennen 
wir Kausalitat. An den Chinesen haben wir eine ungezahlte Menge 
von Erfindungen bewundert und von ihnen uns angeeignet, aber wir 
verdanken ihnen nicht eine einzige Theorie, nicht einen einzigen 
tieferen Blick in den Zusammenhang und die nachsten Ursachen der 
Erscheinungen/^ Anders ausgedrfickt konnen wir sagen, daB unser 
Denken sich erst dann befriedigt fiihlt, wenn wir bei der Betrachtung 
eines Gegenstandes Ordnung und Zusammenhang hergestellt und seinen 
zureichenden Grund aufgedeckt haben; die Heranziehung eines blinden 
Zufalls gilt als Eingestandnis, daB wir diese Anforderungen nicht zu er- 
fuUen vermogen. Das Verlangen nach einer zureichenden Begrfindung 
wird von uns auch nicht bloB bei der Betrachtung natfirlicher Vorgange 
erhoben, denn wir fordem z. B. von einem Drama, wenn es als Kunst- 
werk gelten soil, neben einer vollendeten Sprache vor allem eine uber- 
zeugende psychologische Motivierung der dargestellten Handlungen. 

§ 3. Wenn nun, entsprechend den vorstehenden Bemerkungen, 
die Welt als ein Ganzes angesehen wird, in dem alles mit jedem und 
jedes mit allem, sei es mittelbar, sei es unmittelbar, zusammenhangt, 
so entsteht die Frage, wie mit dieser Auffassung der TJmstand zu 
reimen sei, daB eine ausgebildete mathematische Theorie des Zufalls 
nicht bloB existiert, sondem auch mit Erfolg auf die Vorgange der 
Wirklichkeit angewendet wird. Die Losung dieses Widerspruchs 
ergibt sich aus folgender Bemerkung. Selbst wenn man die Zu- 
lassung eines blinden Zufalls grundsatzlich ablehnt, so bleibt doch die 
Tatsache bestehen, daB wir auf Schritt und Tritt Dingen und Vor- 
gangen begegnen, die fur uns in ausgesprochener Weise den (Jharakter 
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der Zufalligkeit besitzen. So sind wir beinx Wiirfelspiel aufier Stande, 
uber den Erfolg des einzelnen Wurfes etwas bestimnites vorber- 
zusagen, ebenso verniogen wir nicht, zwiscben den Ergebnissen ver~ 
sebiedener Wiirfe einen Zusammenbang zu erkennen; vielmebr erscbeint 
uns der ganze Verlauf des Spieles als etwas, das durcbans dem blinden 
Zufall unterworfen ist. Das bommt denn ancb in dem gewobnlicben 
Spracbgebraucb znni Ansdruck, der solcbe Spiele mit dem Namen 
reiner Zufallsspiele belegt. 

Die erwabnten, mit dem Cbarakter der Zufalligkeit bebafteten 
Oder scheinhar zufalligen Ereignisse sind es nun, die den AnlaB zur 
Entstebung und AusbUdung der W.-R. gegeben baben. Der Gedanken- 
gang, der dabei eingescblagen wird, ist in Ktirze folgender. Man 
konstruiert zunacbst die Vorstellung von blind zufaUigen Ereignissen, 
indem man bei den scbeinbar zufalligen Ereignissen der Wirklicbkeit 
vollst'andig von den kausalen Beziebungen abstrabiert, die tatsacblicb, 
wenn aucb fiir uns nicbt erfaBbar, vorbanden sind. Diese Vorstellung 
ist, eben ibrer Entstebungsweise balber, eine reine Abstraktion, d. b. 
ein Gedankending, das so, wie es vorgestellt wird, nirgends Verwirk- 
licbung findet. Dadurcb werden wii* aber keineswegs gebindert, die 
nur gedacbten blind zufalligen Ereignisse zum Gegenstaiide der matbe- 
matiscben Untersucbung zu macben. Das Ergebnis einer solcben 
Untersucbung ist, wie der Erfolg gezeigt bat, ein selbstandiges Kapitel 
der Matbematik, oder in. a. W. ein voUstandiges Lebrgebaude mit 
eigenen Grundbegriffen und Methoden. Da es sicb nun bei der Auf- 
riebtung dieses Gebaudes immer nur um logiscbe, an rein abstrakten 
Vorstellungen ausgefiibrte Operationen bandelt, so besitzen die Lebr- 
satze der Zufallstbeorie denselben Grad von GewiBbeit, der irgend 
welcben, aus ricbtigen Vordersatzen auf ricbtige Weise gezogenen 
Scbliissen zuzusprecben ist. Das Gegenteil davon konnte nur dann 
eintreten, wenn die Analyse der Grundbegriffe der W.-R. in diesen 
imxere Widersprucbe aufdeckte; ein solcber Fall ist indessen, wie wir 
spater erkennen werden, nicbt zu befurcbten. 

Die GewiBbeit der in der Zufallstbeorie bergeleiteten Lebi'satze 
bestebt zunacbst nur fiir das Gebiet der bloB vorgestellten zufalligen 
Ereignisse. Nun deckt sicb aber diese Vorstellung nacb dem Obigen 
keineswegs mit der Bescbafifenbeit der scbeinbar zufalligen Ereignisse 
der Wirklicbkeit, und daraus fliessen sofort zwei Folgerungen. 

Erstem ndmlicli mufi man da/rauf vemchtm, durch rein logisclie 
Dediddionm dm SaU erhdrim m wollm, daji die Lehrsdtze der TV.-J?. 
eine notwendige G-eltung fur die Vorgdnge der WirJdicJikeit besitzen; 
vidmeJir Idlit sich der Nachweis, daji jene Sdtze zur Vhtersucfmng be- 
obacliteter Ereignisse nun auch wirldicli brauchbar seien, einzig und 
aUein aus dm* Erfahrung fuhrm, 

Ziceiiens ersieht man, daji den Lehrsdtzm der TF.-i?., soweit sie 
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sich in einem geg^enen Falle als hratichiar lierausstellm, immer mir 
die Bedentung einer Anndherung mmsp-eclien ist 

Es ist wichtig; diese Punkte ansdriicklicli hervorzuliebeii^ deim 
ikre Niclitbeachtiy|^ kat manclieii MiBbrauch der W.-R. yerscliuldet. 

Nach den vorstekenden Bemerkungen ist also der oben kervor- 
gekobene Widerspnick zwiscken dem Kausalitatsprinzip xmd dem Be- 
steken einer tatsacklick brauckbaren Znfallstkeorie nur sckeinbar, 
denn die blind zufalligen Ereignisse der W.-R. sind nickts andereS; 
als eine fiir den Zweck der Untersuckung aufgestellte Voraussetzung, 
Oder, wie man kurz zu sagen pflegt, eine Arbeitskypotkese. Der 
tvissenschaftlicke Wert dieser Hyjgotliese ist darin m siiclien, dafi ihre 
Konsequenzen^ auf Gegenstdnde der Erfalirung angeicendet, als Reagens 
auf das Vorliandensein oder Fehlen eines erkennharen kausalen Zu- 
sammenhanges dienen. 

§ 4. Das kier ckarakterisierte Verfakren zur Anfricktung eines 
Systems der W.-R. ist seinem Wesen nack nickt yon dem Wege 

yersckieden, den man uberall da einscklagt, wo natiirlicke Vorgange 
einer „exakten^^ Bekandlung unterworfen werden sollen. Wenn der 
Kosmos eine Einkeit bildet, innerkalb deren jedes mit jedem zusammen- 
kangt, so ist jeder Vorgang, auch der ansckeinend einfackste, in 
Wakrkeit nnermeBlick yerwickelt. Man mnB also, da ja die Eakig- 
keiten unseres Verstandes begrenzt sind, im yoraus darauf yerzickten, 
einen solcken Vorgang yoUstandig zu erfassen. Diese yollstandige 
Erfassung ist aber auck nickt erforderlick. Denn die Hilfsmittel 

xmserer Wakmekmung sind ebenfalls begrenzt, und es sind bei jedem 
Vorgange nnermeBlick yiele Umstande yorkanden, die unserer Wahr- 
nekmung eben wegen ikrer Begrenztkeit weder mittelbar nock un- 
mittelbar zuganglick werden und die darum in einem gegebenen Palle 
als nickt yorkanden betracktet werden dtirfen, auck wenn uns ikre 
Existenz aus anderen Grunden gewiB ist. Wenn sick z. B. eine 

Bakterie in ikrer Nakrlosung bewegt, so yerursackt sie dadurck eine 
Imderung in der Anordnung der unserem Erdkorper zugereckneten 
Massen, und diese Anderung mackt sick fuklbar nickt nur in der Be- 
wegung des Erdkorpers und des Sonnensystems, sondern auck dariiber 
kinaus bis zu dem fernsten Eixstern kin. Es wurde gar keine 

Sekwierigkeit bieten, den Betrag einer solcken Wirkung in den ge- 
braucklicken astronomiscken Einheiten zijffemmaBig auszudriicken ; 
auck ist es, wenn es sick nur um die Frage nack dem Vorkandensein 
einer Ursacke kandelt, ganz gleickgultig, ob der fiir die GroBe der 
Wirkung anzusetzende Dezimalbruck kinter dem Komma mit nur 
fiinf oder mit funftausend oder mit funfmillionen NuUen beginnt. 
Diese Nullenanzakl gewinnt erst dann Bedeutung, wenn es darauf 
ankommt, ob die betracktete GroBe bei der gerade vorgelegten Unter- 
suckung als merklick oder unmerklick anzuseken ist. 
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TJnter den heryorgehobenen Umstanden sind wir also einerseits 
gezwangen^ andererseits berecbtigt, bei der Betracbtung der natiirlicbeii 
Dinge you Abstraktionen, d. h. von vereinfachenden Voraussetzungen 
auszugehen. Allerdings wird diese Erleicbterung^ die den Yersucb 
einer wissenschaffclicben Bebandlung bestimniter Vorg'ange uberhaupt 
erst ausfiihrbar macbt, dadurch erkauft^ daB die so zn erlangenden 
Resultate, der Wirklicbkeit gegeniiber, stets nur Annahemngen, d. h. 
notwendig unvollstandig sind. Dabei sind die Scbltisse die von den zu- 
grunde gelegten Abstraktionen tbeoretisch zu den Annahemngen ftihren; 
logisch YoUig sichei; odex konnen es wenigstens sein^ "wahrend die 
Prufung, wie weit jene Schlusse fur die Einsicht in das Wesen be- 
obachteter Vorgange ausreichen, stets der Erfahrung vorbehalten bleibt. 
Es ist bier nicht notig, diese Yerhaltnisse uberall im einzelnen nach- 
zuweisen; einige Beispiele werden genugen. So sind die vollkommen 
starren und die yoilkommen elastischen Korper, mit denen man sich 
in der Mechanik beschaftigt, lediglich Abstraktionen, die nirgends in 
der Natur strenge Yerwirklichung finden. Wenn auch diese Yor- 
stellungen fur das Entwerfen und das Yerstehen zahlloser Mechanismen 
ausreichen, so ist dock der Ingenieur, der eine eiserne Briicke plant, 
genotigt, auf die UnvoUkommenheit jener Abstraktionen ernstlich 
Riieksicht zn nehmen. Andere Beispiele sind die Lichtstrahlen der 
Newtomahm Optik und die „reinen" Substanzen des Chemikers. Im 
Anschlusse hieran kann man geradezu den paradox klingenden Satz 
aussprechen, daB in den messenden Naturwissenschaften die „Exaktheit^^ 
in der Darstellung beobachteter Yorgange um so grSJBer ausfallt, je 
unexakter, d. h. je einfacher, die zugrunde gelegten Abstraktionen 
sein dtirfen^ es ist durchaus kein bloBer Zufall, daB unter den Ifatur- 
wissenschaften die Astronomie die alteste, und die physikalische 
Meteorologie eine der jiingsten ist. 

In den vorstehenden Bemerkungen haben wir die libereinstimmung 
betont, die zwischen dem Yorgehen in der W.-R. und in anderen 
Theorien besteht. Daneben ist nun aber noch eine ansgepragte Yer- 
schiedenheit Torhanden. Wahrend namlich uberall sonst die Ent- 
wicklung einer Theorie darauf ausgeht, uns eine Einsicht in noch 
unerkannte Zusammenhange zu verschaffen, so beginnt man in der 
W.-R. damit, gewisse unerkannte, aber sioher vorhandene Beziehungen 
einfach als nicht vorhanden zu setzen. Dieser Umstand verleiht 
offenbar der W.-R. eine ganz bestimmte Sonderstellung gegeniiber 
alien hbrigen Teilen der angewandten Mathematik. 

§ 5. Die vorstehenden Bemerkungen fuhren naturgemafi zu der 
weiteren Prage, von welehen Umstanden denn im gegebenen Palle 
der Obarakter der Zufalligkeit eines Ereignisses abhangt. DaB es 
sich dabei, allgemein gesproehen, um einen Mangel unserer Erkenntnis 
handelt, geht zur Gendge aus der bisherigen Erorterung hervor, jedoch 
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lassen sich. im einzelnen gewisse Unterschiede nachweisen. Vergleicht 
man z. B. die Blattformen nnserer Baume miteinander, so besitzen 
diese Formen fiir tms den Cbarakter der Zufalligkeit, denn es fehlt 
uns jede Einsicht in die Ursachen, die dem Blatte der Eiche, der 
Buehe^ des Ahorn usw. ihre wohlbekannte typische Gestalt gegeben 
baben. Hier ist also der ,,Znfall" eine Polge nnserer ToUstandigen 
Unkenntnis des ursacblicben Zusammenbanges. Im Gegensatze dazn 
gibt es nun aber auch Vorgange, bei denen wir die wirksamen Um- 
stande, wenigstens in quaHtativer Hinsicht, sehr voUstandig tibersehen 
und dennocb wiedemm von Znfall sprechen, und zwar deshalb; weil 
der einzelne beobachtete Vorgang so verwickelt ist, daB wir aufier 
Stande sind, ibn zifFernmaBig zu verfolgen. Man denke sicb z. B. 
eine Lotterie in der Weise eingericbtet, daB in das Glucksrad statt 
der zusammengefalteten Loszettel numerierte Kugeln in ganz be- 
stimmter Anordnung bineingelegt werden, femer sei mit dem Rade 
ein Mecbanismus verbunden, der jedesmal nacb einer gewissen, ge- 
niigend groBen Zabl von Umdrebnngen des Rades je eine Engel ans- 
treten laBt, endlicb werde das Ganze nicbt dnrcb Menschenband, 
sondern dnrcb ein anfgezogenes Triebwerk in Tatigkeit gesetzt, dann 
bat man es bei der Nnmmemfolge der anstretenden Eugeln sicberlicb 
mit einem Vorgange von streng mecbaniscber GesetzmaBigkeit zu 
tun. Trotzdem wird niemand Bedenken tragen, jene NTummernfolge 
fiir ebenso zufallig anzuseben, wie etwa den Verlauf eines Wurfel- 
spiels. Hier liegt der Ursprnng der Zufalligkeit ofFenbar nicbt in 
nnserer Unwissenbeit iiber die wirksamen TJrsacben, sondern wesentlicb 
in der auBerordentlicben Verwickeltbeit des ganzen Vorganges. 

Es verdient bemerkt zu werden, daB die zuletzt angefubrte Ent- 
stebungsweise der Zufalligkeit eines Ereignisses scbon von Kepler mit 
voUer Bestimmtbeit bervorgeboben worden ist. In der Scbrift Stella 
nova in pede 8erpentarii“ (Cap. XXVII) kommt Kepler anf den Znfall 
und das Wurfelspiel zu sprecben und sagt: „Quare hoc jactu Venus 
cecidit, illo canis? Niminmi lusor hac vice tesselam alio latere arripuit, 
aliter manu condidit, aliter intus agitavit, alio impetu animi manusve 
projecit, aliter interflavit aura, alio loco alvei impegit Nihil hie est, 
quod sua causa caruerit, si quis ista suhtilia posset con- 
sectari.^^ Der letzte, bier besonders bervorgebobene Satz driickt 
offenbar genau das aus, w'as vorbin als Verwickeltbeit eines im 
iibrigen bekannten kausalen Zusammenbanges bezeiebnet wnrde. 

Die vorstebend besproebenen FaJle, namlicb „Zufall wegen voUiger 
Unwissenbeit^^ und „Zufall wegen ubergroBer Verwickelnng^^, konnen 
als die beiden Extreme angeseben werden, zwiseben denen sich, soweit 

i) Venus und canis bezeichnen den besten und den schlecbtesten Wurf bei 
dem alten Astragalspiel. 
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physisclie Dinge und Vorgange in Prage kommeii; alle anderen Palle 
mit stetigen tlbergangen einordnen. Daneben gibt es aber aucb noch 
Palle, bei denen die Verwickeltheit des tirsachlichen Zusammenbanges 
den Anscbein der Znfalligkeit erzeugt, obgleicb wir diesen Zusammen- 
hang voUstandig nnd ziffernmaBig verfolgen konnen. Zur Erlauterung 
moge folgendes Beispiel dienen, auf das wir gelegentlich. zuriickzu- 
greifen kaben werden. Das groBe Tafelwerk von Vega^ der Thesaurus 
logarifhmorum completus entkalt n. a. eine zebnstellige Tafel der ge- 
meinen Logarithmen aller fiinfzifErigen Zahlen, und zwar befinden 
sick anf jeder Seite fiinf Spalten mit je seckzig Logaritkmen. Zaklt 
man min in jeder Spalte ab, wie oft eine „Endnull" d. h. eine Null 
in der zeknten Deeimale, auftritt, und stellt man ferner, etwa fur die 
tausend ersten Spalten, eine Tabelle zusammen, die die Anzakl der 
Spalten mit o, i, 2, . . . 60 Endnullen angibt, so findet man, daB die 
kierbei zum Vorsckein kommende Verteilung der Endnullen in ikrer 
ausseren Grestalt einen aknlicken Verlauf zeigt, wie er uns spater bei 
Ereignissen von ausgesprocken zufalligem Ckarakter begegnen wird. 
Ein solckes Verbalten ist offenbar deswegen bemerkenswert, weil im 
vorliegenden Palle der ursacklicke Zusammenkang, namlick die aritk- 
metiscke Beziekung zwiscken Numerus und Logaritkmus, vollkommen 
ofifen daliegt und auck bis in jede Einzelkeit kinein ziffernmaBig 
verfolgt werden kann, so daB alles Zufalkge von vornkerein aus- 
gescklossen ist. 

Aus den angefuhrten Bemerkungen ist naturlick nickt der SckluB 
zu zieken, daB, wenn ein verwickelter Zusammenkang vorliegt, nun 
auck das Ergebnis jedesmal den Ckarakter der Znfalligkeit tragen 
masse. Wird z. B. ein Pulver, dessen Komcken versckiedene GroBe 
besitzen, auf bekannte Weise in einer Reike kintereinander gesckalteter 
Scklammtrickter der Wirkung eines konstanten Wasserstromes aus- 
gesetzt, so ist die Bewegung der einzelnen Korncken sickerlick reckt 
verwickelt, dagegen ist das SckluBergebnis des ganzen Vorganges, 
namlick die Zerlegung des Pulvers nack der Korngrofie, eine einfacke 
und im voraus zu ubersekende Sacke. Das Gleicke gilt, wenn zwei 
versckiedene Pulver in dasselbe GefaB gesckiittet und durck geeignete 
Bewegungen des GefaBes innig gemisckt werden. 

§ 6. Wenn der ZufaH wesentkck daker rukrt, daB wir von den 
Entstekung&griinden eines Dinges nickts oder fast nickts wissen, so 
vermag selbstverstandlick keine Kunst des Matkematikers aus einem 
solcken Nickts eine Aussage von Belang kerauszukolen. Daraus ist 
zu entnekmen, daB filr die W.-R. wesentkck nur derjenige Zufall in 
Betrackt kommt, der aus ubergroBer Verwickeltkeit entspringt. Man 
kann nun fragen, wie kierbei der Ckarakter der Znfalligkeit zustande 
kommt, da ja dieser nack den vorkergekenden Bemerkungen nickt 
notwendig aus der Verwickeltkeit eines Yorganges folgt. Eine sckarf- 
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sinnige Untersuchung dariiber hat J. von Kries in einer bisher yiel 
zu wenig beacbteten kritiscben Studie liber die Prinzipien, auf denen 
die Anwendungen der W.-R. bemben; gegeben.^) Es wird bier ge- 
nugen, seinen Gedankengang an einem Beispiele deutlicb zu macben. 

Wir betracbten einen Wiirfel in dem Augenblicke^ wo sein freier 
Fall beginnt. Die vollstandige Bestimmung der Lage und der Be- 
wegung des Wiirfels in dem gedacbten Augenblicke erfordert, wie 
die Mecbanik lebrt, die Kenntnis der numeriscben Werte you zwolf 
Bestimmungsstucken oder Parametern, die wir uns auf irgend eine 
passende Art eingefdhrt denken und mit , , , bezeicbnen 

wollen. Die Gesamtbeit der bei dem Spiel in Betracbt zu ziebenden 
Wertsysteme der Parameter bildet eine gewisse zwolffacb ausgedebnte 
Mannigfaltigkeit, und jede Stelle innerbalb dieser Mannigfaltigkeit 
entspricbt einem bestimmten und moglicben Beginne des freien Falls. 
Die geworfene Augenzabl y bangt von den x ab, ist also, da y nur 
secbs verscbiedene Werte annebmen kann, eine gewisse unstetige 
Funktion der x. Denkt man sicb weiter die Umstande^ die sonst 
nocb auf den Verlauf des Wurfes einwirken, wie z. B. die pbysiscbe 
Bescbaffenbeit von Wiirfel und Tiscb, die Elastizitat, die Reibungen usw., 
der Einfacbbeit balber feei von zeitlicben Anderungen^ so ist die 
Gestalt der Funktion y vollig bestimmt. Ferner lafit sicb; wenn wir 
aucb nicbt den analytiscben Ausdruek fiir y aufzustellen vermogen, 
docb einC; bier wesentlicbO; Eigenscbaft dieses Ausdruckes aussagen. 
Bedeutet namlicb & den Wert von der zu einem beliebig vor- 
gescbriebenen Wertsystem a, a\ a", , . . der Parameter gebort, so 
lafit sicb ein von & verscbiedenes y stets durcb eine aufierst winzige 
Anderung des Wertsystems der a berbeifiibren. Die Funktion y ist 
alsO; wie wir kurz sagen wollen, aufierst rascb veranderlicb. Damit 
wird dem Spieler die Moglicbkeit genommen, das Ergebnis eines 
Wurfes vorberzusebeu; ja er ist nicbt einmal imstande, das Ergebnis 
eines soeben ausgefubrten Wurfes absicbtlicb dadurcb zu wiederbolen, 
dafi er sicb bemubt, den Wiirfel genau in derselben Weise wie vorber 
zu werfen. Die eigentlicbe . Quelle des Zufalls ist also bier in der 
rascben Veranderliebkeit von y zu sucben. Die Bedeutung dieses 
Umstaudes tritt nocb klarer bervor, wenn man sicb die obigen Be- 
tracbtungen fur ein Gescbicklicbkeitsspiel, wie z. B. Billard, wieder- 
bolt denkt. 

Nacb diesen Erorterungen wenden wir uns jetzt zur Entwicklung 
der Begriffe und Lebrsatze, auf denen sicb die W.-R. aufbaut. 

i) Die Prinzipien der 'W’ahxscbemlicbkeitsrechniing. Eine logische Unter- 
sucbung von JoK von Kries, Freiburg i. B. 1886. 
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Zweite Vorlesung. 

Grundbegriffe der Wabrscheinlichkeitsreclmnng. 

§ 7. Der gewohnliclie Spracligebrarieli yersteht xuiter Wabr- 
scheinliclikeit eines Ereignisses den Grand, den wir fiir die Annahme 
haben, daB das Ereignis eintreten werde oder eingetreten sei. Die 
Starke dieses Grundes laBt TJnterscliiede zu, denn man gebraucbt 
obne weiteres die Ausdrucksweise, daB ein gewisses Ereignis wabr- 
scbeinlicber sei^ als ein anderes. Wenn z. B, ein gewobnliclier Wiirfel 
auf fiinf Seiten eine Null, an£ der seebsten aber eine Eins tragt, so 
besinnt sicb niemand, dem Werfen der Null die groBere Wabrscbein- 
licbkeit zuzusprecben. Hierdurcb wird man zu der Frage gefiibrt, 
ob das „groBer^^ und „kleiner" einer Wabrscbeinlicbkeit lediglicb als 
ein Unterscbied des Grades aufzufassen sei, oder aber eine MaB- 
bestimmung, d. b. eine ziffemmaBige Abscbatzung, zulasse. Ware 
z. B. ersteres der Pall, so muBte man darauf verzicbten, die Wabr- 
scbeinlicbkeit von Ereignissen znm Gegenstande der Recbnung zu 
machen, denn dazu geboren notwendig Zablenwerte. Die Sacbe lage 
dann abnUcb, wie bei den Begriffen scbon, gut, weise usw,, bei denen 
man ebenfalls ein „mebr^^ und ein „weniger^^ anerkennt, aber keine 
MaBbestimmungen unternimmt. In der W.-R. ist nun mit Erfolg der 
Versucb unternommen worden, ein WabrscbeinlicbkeitsmaB anfzustellen, 
vrobei jedocb scbon bier bemerkt werden moge, daB die Zulassigkeit 
oder Braucbbarkeit dieses MaBes an gewisse Voraussetzungen gebnnden 
ist, die nicbt immer, wenn wir von Wabrscbeinlicbkeit scblecbtweg 
sprecben, erfullt zu sein braucben. Urn das Wesen der gedacbten 
MaBbestirumung darzulegen, scbicke icb folgende Bemerkung voraus. 

Es sei eine aus c Gbedern bestebende Reibe von Dingen gegeben, 
die vorlaufig als gleicbberecbtigt unterscbiedslos nebeneinander gestellt 
werden. Diese Reibe werde nacb irgend welcben Gesichtspunkten in 
die beiden einander ausscblieBenden Teibeiben E und F mit den 
Gliederzablen a und 6 zerlegt; dann gibt nacb einem gebraucblicben 
Ausdrucke der Quotient d : c oder & : c die ^relative Sdufig'keit^^ (kurz 
rH., Mehrbeit rHH.) der Dinge an, die in der betracbteten Reibe der 
Gruppe E oder F angeboren. Denkt man sicb weiter eine vorgelegte 
Menge gleicbberecbtigter Dinge auf verscbiedene Arten in Teilmengen 
zerlegt und dazu die rHH, berecbnet, so werden zwiscben den letzteren 
gewisse, von der vorgenommenen Zerlegung abbangende Beziebungen 
stattfinden. Aus solcben Beziebungen laBt sicb dann, falls ibre Zabl 
und Mannigfaltigkeit binreicbend groB ist, ein gauzes Lebrgebaude, 
namlicb eine HmfigTmtsrechnung erricbten, und zwar in abnlicber 
Weise, wie sicb z. B. aus dem Begriffe der Teilbarkeit ganzer Zablen 
eine „Zablentbeorie^^ entwickelt bat. 
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§ 8. Dies vorausgeschickt denken wir uns jetzt eine Urne, die 
a weiBe und h sckwarze Kugeln entkalt^ walirend die gesamte Fiillung 
a + i mit c bezeichnet werden soli. Die Kugeln seien durch fort- 
laufende Nummem untersckiedeu, im ubrigen aber, d. h. abgeseken 
von der ParbO; einander gleich. Ifachdem der Inhalt der XJrne gehbrig 
gemischt worden ist, werde eine Kugel blindlings gezogen. Hierbei 
soil der herkommliche Ausdrucfc ;,blindlings^^ zweierlei besagen: erstens 
namlich^ daB der Ziehende auBer Stande sei^ bewuBt oder absichtlich 
eine bestimmte Farbe oder Kugel zu bevorzugen, und zweitens, daB 
fur jede der c Kugeln die gleiche Moglichkeit des Gezogeuwerdens 
bestehe, so daB der Zug selber den Charakter eines zufalligen Ereignisses 
annimmt. 

Bezeichnet man weiter einen weiBen Zug kurz als Ereignis Ej 
so liefem von den c gleichmogliehen Zugen a das Ereignis E oder 
sind — nach der herkommlichen Ausdrucksweise — fiir E ^^gunstig'^ 
Der Quotient a : c liefert dann die rH. der fiir E giinstigen Falle. 
Man ist nun ubereingelwmmen, diesen Quotienten in dem vorliegenden 
Falle als MaB der Wahrscheinlichkeit eines weiBen Zuges zu wahlen 
und ihn die mathematischeWahrschdnlicl^^^ des Ereignisses E zu nennen. 

Es bedarf keiner weitlaufigen Ausfiihrungen, wie die vorstehend 
an einem Beispiele erklarte Definition auf andere Vorgange zufalliger 
Art zu fibertragen ist. Wenn bei einem Yersuche; dessen Ergebnis 
dem Zufall unterworfen ist, das Ereignis E oder sein Gegenteil Nicht-J5 
eintreten kann, so hat man zunachst die Reihe der denkbaren FaUe 
aufzustellen, und zwar in einer solchen Gestalt, daB die einzelnen 
Glieder voneinander unabhangig sind, femer sich gegenseitig aus- 
schlieBen und endlich die gleiche Moglichkeit des Eintretens besitzen. 
Dann hat man durch Abzahlung die Menge der fiir E giinstigen 
Falle zu bestimmen, daraus ihre rH. zu berechnen und erhait hiermit 
sofort die gesuchte mathematische Wahrscheinlichkeit von E. 

Da man es in der W.-R. immer nur mit mathematischen Wahr- 
scheinlichkeiten zu tun hat, so werden wir weiterhin das Beiwort 
„mathematisch^^ einfach fortlassen und schlechtweg von Wahrschein- 
lichkeit (kurz S23., Mehrheit 2B2S.) sprechen. Ferner werden wir ofters 
fiir die SB. eines Ereignisses E das unmittelbar verstandliche Zeichen 
S23(-E') benutzen. 

§ 9. Aus der aufgestellten Definition flieBen sofort gewisse Fol- 
gerungen, die wir zunachst erortem woUen. Da die GroBe 5S3(-E) 
ihrer Bedeutung nach nichts anderes, als die rH, der fiir E giinstigen 
Fffle ist, und da femer auf diesem Begriffe sich die ganze Zufalls- 
theorie auf baut, $0 ist die . W.-JR, ihrem mathematischen Inhalte nach 
lediglich eine Hmfiglceitsrechnung, Hierbei ist der TJmstand, daB die 
betrachteten Ereignisse den Charakter der Zufalligkeit besitzen soUen, 
nur insoweit von Bedeutung, als er dazu dient, fiir die jedesmal auf- 
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gestellten denkbaren Einzelfalle die Voraussetzung der gleichen Mog- 
lichkeit, d. h. der gleichen Berecktigung, einznfiihren. Infolgedessen 
sind die Lehrsatze und Methoden der W.-R. auck nock bei solcken 
Anfgaben anwendbar, wo es sick uberkaupt nur nm Mengen yon 
gleichberecktigten Dingen, okne Riicksickt auf Zuf alligkeit oder Gesetz- 
mafiigkeity kandelt. Das tritt besonders dentlick bei den sogenannten 
geometriscken Wakrsckeinlickkeiten keryor, yon denen wir spater 
einige Beispiele bekandeln werden, derm bei diesen kat man in Wakr- 
heit reine Haufigkeitsaufgaben yor sick, denen das Gewand der Zu- 
f alligkeit nur lose nmgekangt worden ist. Ein solckes Verkalten ist 
xibrigens keine Besonderkeit der W.-R., findet sick yielmekr auck in 
anderen Teilen der angewandten Matkematik wieder. So lanft z. B. 
der Inkalt der analytiscken Meckanik, wie er in den Lekrbuckern 
gewoknlick dargestellt wird, anf die Untersnckung gewisser Elassen 
yon Diflferentialgleicknngen kinans. Ebenso ist die gewoknlicke Tkeorie 
der Linsensysteme in Wakrkeit nur ein Teil der Liniengeometrie in 
optisckem Gewande. 

Der Inkalt der W.-R. besitzt kiernack als matkematiscke Metkode 
eine selbstandige Bedeutung, die ganz unabkangig dayon ist, ob und 
wieweit die Satze der W.-R. auf konkrete Vorgange angewendet werden 
diirfen. Da ferner die GroBe die den Ausgangspunkt bildet, 

ein einfacher aritkmetiscker Begriff ist, so kat man, wie bereits friiker 
angedeutet wurde, nickt zu befurckten, daB die an diesen Begriff 
gekniipften matkematiscken Entwicklungen auf innere Widersprxicke 
fiikren konnten. Zugleick ersiekt man aber auck, daB in der De- 
finition des Begriffes SB(-E) nickts liegt, woraus sick — um es kurz 
auszudrucken — seine praktiscke Brauckbarkeit okne weiteres als 
notwendige Folge ergabe, daB yielmekr zu jener Definition nock 
etwas kinzukommen muB, sobald man zu Anwendungen der W.-R. 
ubergeken will. Es entstekt daker die Prage, wie diese nock not- 
wendige Erganzung besckaffen sei. 

Um die Vorstellung zu fixieren, denke man sick elf Urnen C/Jj, 
Ui, ... j® zekn Kugeln gegeben, ferner sei die Anzakl 

der weiBen Kugeln jedesmal gleick der Indexnummer der betreffenden 
Urne, dann sind die SBSB. fur einen weiBen Zug bei den einzelnen 
Urnen der Reike nach gleick den Zaklen o.o, o.i, 0 . 2 , ... i.o. Anderer- 
seits wird niemand Bedenken tragen, zuzugeben, daB die Starke des 
Grundes fur die Erwartung eines weiBen Zuges mit der Summer der 
Ume wackse, daB also dem groBeren der st'arkere Erwartungs- 

grund entsprecke, und umgekekrt. Hierdurck wird aber zunackst 
nur yerstandiick gemackt, wie man auf das WakrscheinlickkeitsmaB 
SB(iJ) gekommen ist, dagegen ist ein Nackweis fiir die wirklicke 
Brauckbarkeit der GroBen S35(E') damit nock nickt erbrackt. Hierzu 
ist yielmekr etwas anderes erforderRck. 
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§ 10 . Soli die Erwartungsscliatzuiig 23 (JE) emen praktisclien 
Wert besitzen, so muB sie sicb in der Erfabrang bewabren. Eine 
solcbe Bewabrung kann allerdings nicbt durcb einen einzelnen Ver- 
sncb; sondem nnr dnreb ganze Reiben von Versucben bewirkt werden, 
denn wenn z. B. eine Urne neben einer Million scbwarzer Kngeln 
nur eine einzige weiBe entbalt^ so kann alle Starke der Erwartung 
eines scbwarzen Zuges nicbt verbindern, daB bei einem einzelnen 
Versuqbe nun docb gerade die weiBe Engel zum Vorschein kommt. 
Das fiibrt uns denn endlicb zu derjenigen Voraussetzung, auf der alle 
emstbaften Anwendnngen der W.-R. beruben, namlicb zu dem Satze 
von der Ausgleicbung des Zufalls oder, genauer gesprocben, zu dem 
Satze von der gleichmd^igm Erscliopfimg der mbglichen Fdlle. 

Ura das Wesen der genannten Voraussetzung deutlicb zu macben, 
betracbten wir folgenden Eall. Ein bestimmter Yersucb, bei dem im 
ganzen c gleicbberecbtigte und einander ausscblieBende Moglicbkeiten 
vorbanden sind, werde unter konstant bleibenden Versucbsbedingungen 
unbegrenzt oft wiederbolt^, w’ie das ja z. B. beim Wiirfeln oder beim 
Zieben aus einer Urne mit Zuriicklegung der Engel in weitem Urn- 
fange ausfiibrbar ist. Femer unterscbeide man die einzelnen Mog- 
licbkeiten laufend durcb die Nummem i, 2 ^ ... c und bezeicbne mit 
das Ereignis, das zu der durcb die Nummer j) angezeigten 
Moglicbkeit gebort, Endlicb sei n) die rH., die fiir das Er- 

eignis Fijg) beobacbtet worden ist^ wenn man sicb auf die n ersten 
Versucbe der ganzen Reibe bescbrankt. Dann werden — das ist der 
In bait des in Rede stebenden Satzes — die Glieder der unbegrenzten 

S{p, I), 2 ), iZQ;, 3), ... 

gegen den Grenzwert i : c konvergieren, so daB eine gleicbmaBige Er- 
scbopfung der einzelnen gleicbberecbtigten Moglicbkeiten und damit 
aucb fur die beobacbteten rHH. eine Ausgleicbung der dem Einzel- 
versucbe anbaftenden ZufaUigkeit eintritt. Infolgedessen wird ferner, 
wenn unter den c Moglicbkeiten a fur ein bestimmtes Ereignis E 
giinstig sind, die beobacbtete rH. dieses Ereignisses gegen den Wert 
axe Oder 23 konvergieren. Waiter liegt in dem Satze, daB bei 
endlicben Versuebsreiben wenigstens eine angenaberte Ausgleicbung 
des Zufalls erfolgen wird, wobei natiirlicb der Grad der Annaberung 
je nacb den Umstanden sebr versebieden ausfallen kann, da ja der 
Satz uber die Art der Eonvergenz keine bestimmte Aussage entbalt. 
Endlicb flieBt nocb aus dem Satze durcb Umkebrung die Folgerong, 
daB Ereignisse, die mit gleicber rH. beobacbtet worden sind, naberungs- 
weise aucb die gleicbe Moglicbkeit des Eintretens besitzen. 

Fragt man jetzt nacb den Griinden fur die Bereebtigung des 
Satzes, so laBjj sicb diese sicherlicb nicbt aus dem Begriffe der Zuf allig- 
keit berleiten, die nacb Voraussetzung den Ergebnissen der Einzel- 
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versuclie anhaftet. Denn wenn die Einzelergebnisse dem Zufall unter- 
worfen sind, so liegt darin ausgesproclieD, daB zwischen iliiien keinerlei 
Znsammenhang besteht; daB also kein Ergebnis auf die folgenden 
einen EinfluB ausiibt. Dann ist es aber scHecbterdings unyorstellbar, 
wie dem Zufall die Tendenz iimewoimen konne; sicb selber auszu- 
gleichen. Ebensowenig karm man von der rein aritbmetiscben Definition 
der GrroBe ©(i?) ausgehend durcb irgend eine logiscbe Deduktion 
den Satz erbarten, daB dieser GroBe innerbalb wirklicb ausgefiibrter 
Versucbsreiben nun aueb mit bTotwendigkeit eine reale Bedeutung 
im Sinne einer gleicbmaBigen Erscbopfung der moglicben Falle zu- 
kommen miisse. Der Satz, daB das, was gleicb moglicb ist, auch 
gleicb oft eintreten werde, laBt sicb nicbt aus der bloBen Yoraus- 
setzung berleiten, daB gleicb ifioglicbe Falle vorliegen. 

Unter solcben TJmstanden bleibt nur iibrig, die Begriindung des 
Satzes auf die Aussagen der Erfabrung zu stutzen und ibn als eine 
durcb Indultiion gewonnene Yerallgemeinerung ieoiacMder Tatsacben 
anzuseben. Dui*cb die mannigfacben Prufungen, denen der Satz im 
Laufe der Zeit fortwabrend unterworfen ist, bat seine Giiltigkeit 
reicblicb dasselbe MaB von Sicberheit erlangt, das wir zablreichen 
anderen Erfabrungsgesetzen zuzusprecben gewobnt sind. Wo einmal, 
was ja moglicb ist, ein zweifelloserWidersprucb zwiscben der Vorscbriffc 
des Satzes und einer bestimmten Beobacbtung auftritt, werden wir 
daraus nicbt scblieBen, daB der Satz an sicb falscb sei, sondern nur 
folgern, daB besondere, fur gewobnlicb nicbt eintretende Umstande 
als Ursacbe des Widersprucbs vorbanden sind. Es ist das dieselbe 
Maxime, der man aucb anderwarts folgt: daraus, daB z. B. die Elug- 
babn des Bumerang den gewobnlicben Fallformeln widerspricbt, ziebt 
man nicbt den ScbluB, daB diese Formeln an sicb falscb seien. 

In dem oben (§ 6) genannten Bucbe bat J. von Kries unter dem 
Namen „Prinzip der Spielraume^^ eine logiscbe Konstruktion entworfen, 
die geeignet ist, den Mecbanismus deutlicb zu macben, durcb den 
die Ausgleicbung des Zufalls zustande kommt. Da jedocb die Be- 
bandlung dieses Gegenstandes ein ziemlich weites Ausbolen verlangen 
wiirde, so will icb bier nicbt naber darauf eingehen, zumal jene 
Konstruktion den empiriscben Charakter des Ausgleicbungssatzes 
unangetastet laBt. 

§ II. Kacb den vorstebenden Erorterungen nebmen wir die 
Betracbtung der Grofien SB(jB) wieder auf. Die erste Forderung, die 
bei der Berecbnung dieser GrSBen zu erfiillen ist, bestebt darin, daB 
die Keibe der gleicbberecbtigten Falle in einwandjfreier Weise auf- 
gestellt werde. Wird z. B. mit einer aufgeworfenen Miinze das Spiel 
„Bild Oder Scbrift'^ ausgefubrt, und fragt man nacb der SB., zweimal 
bintereinander Bild zu werfen, so kann man zunacbst drei Falle 
unterscheiden, namlicb: i) zweimal Bild, 2 ) einmal Bild und einmal 
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Schriftj 3) zweimal Schriffe. Bei dieser Einteilung wurde man fur 
die gesuclite SS. den Wert i : 3 erhalten. Dabei ist aber auBer acht 
gelassen, daB der zweite Fall auf zwei verscbiedene Arten eintreten 
kann und daB man unter Berucksicbtigung der zeitlicben Folge der 
Wiirfe die viergliedrige Reibe Bild — Bild, Bild — Scbrift^ Scbrift — Bild 
und Schrift — Schrift erhalt. Es ist nun nickt zweifelbLaft;, daB man 
von der zweiten Einteilung auszugeben und die gesuebte SB. gleich 
I : 4 zu setzen bat, sobald man, wie tiblicb, die Annabme zugrunde 
legt, daB erstlich zwischen den aufeinander folgenden Wurfen kein 
Zusammenbang bestebe, und daB zweitens bei dem einzelnen Wurfe 
die Falle Bild und Scbrift als gleicb moglicb zu gelten baben. 

Die ricbtige Ansetzung der gleicbberecbtigten Falle bietet mit** 
unter erbebliche ScbTvierigkeiten dar, so daB der Yersucb, die ver- 
langten SB.-GrroBen direkt zu berecbnen, einfacb scbeitert. Als Er- 
lauterung moge das gewobnlicbe Wtirfelspiel dienen. Wenn zunacbst 
der zum Spielen benutzte Wurfel ein bomogener und vollkommen 
regelmaBiger Secbsflacbner ist, so wird man die secbs moglicben Wiirfe 
obne Besinnen als gleicbberecbtigt nebeneinander stellen, denn einerseits 
laBt sicb gegen die Gleicbberecbtigung kein sticbbaltiger Grand vor- 
bringen, andererseits kann man gegen jeden anderen, zur Berecbnung 
der gesucbten 3 B 3 B. bestimmten Ansatz die gegebene Bescbaffenheit 
des Wiirfels geltend macben. Es fiibrt also bier das Prinzip des 
mangelnden Grundes sofort zur Losung der gestellten Aufgabe. 

W^enn der W^iirfel, wie es in W^irklicbkeit stets der Fall sein 
wird, nur naberungsweise die soeben vorausgesetzte Bescbaffenheit 
besitzt, so pflegt man wiederam die secbs moglicben Wiirfe obne 
Bedenken als gleicbberecbtigt nebeneinander zu stellen, obgleicb in 
diesem Falle das Prinzip des mangelnden Grundes tatsacblicb versagt, 
da sicb ja bestimmte Griinde gegen die Gleicbberecbtigung der Wiirfe 
geltend macben lassen. Man kann sicb jedoeb bierbei immer nocb 
darauf berafen, daB die Gleicbberecbtigung der secbs Wiirfe wenigstens 
als Annaberung zugelassen werden diirfe, mit dem Vorbebalte, daB 
aucb die aus einem solcben Ansatze bereebneten Resultate ebenfalls 
nur als Annaberungen zu gelten baben. 

Endlicb denken wir uns den Fall, daB der zum Wiirfeln benutzte 
Korper nacb Form und Struktur voUig unregelmaBig bescbaffen sei, 
jedoeb auf ebener Unterlage gerade secbs verscbiedene stabile Rube- 
lagen annebmen konne, die die secbs moglicben Wiirfe liefern. Dann 
wird die Gleicbberecbtigung der secbs Wurfe im allgemeinen so 
stark von der Wabrbeit abweicben, daB sie niebt einmal mebr als 
robe Ammberung zulassig ist. Der gleicbe Fall wurde aucb nocb 
eintreten, wenn der zum Wurfeln benutzte Korper zwar einen merkUeb 
bomogenen Secbsflacbner mit recbteckigen Seiten darstellt, wenn aber 
die Kantenlangen stark ungleich sind, also z. B. sicb wie 2:3:4 
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Yerhalten. Unter solclien Uinstmden ist man daranf angewiesen, die 
gesuchten SB-GroBen aus besondern ad hoc angestellten Beobacbtungs- 
reiben zu ermitteln; die Grundlagen dieser empiriscben Bestimmungs- 
weise werden wir spater kennen lemen. 

Die betracbteteD drei Falle konnen als Erlauterung des Satzes 
dienen, daB zu einem iraucJibaren Wabrscbeinlicbkeitsansatze vor allem 
ein bestinmtes oljeMives Wissen notig ist. Wo man nicbts weiB, 
kann^ wie wir es bereits friilier ausgedriickt baben^ aucb die Exmst 
des Matbematikers nicbts berausbolen. Diese Bemerkung ist, soviel 
icb seben kann, zuerst durcb J, von Kries mit dem gebubrenden 
Nacbdruck beryorgeboben worden, wabrend mancbe Scbulbeispiele 
der LebrbucUiteratur geradezu darauf binauslaufen, bei dem Anf anger 
die Yorstellung zu erzeugen, daB die W.-R. ein Mittel sei, urn die 
von dem Nichtwissen gelassenen Liicken auszufiillen. 

§ 12 . Bei der Berecbnung einer SB(iJ) werden die einzebien 
moglicben Falle, obne Riicksicbt anf ibre besondere Bescbaffenbeit, 
lediglicb darnacb ausgezablt, ob sie fiir JE gnnstig oder ungunstig 
sind. Infolgedessen ist es erlaubt, zur Veranscbaulicbung zufaUiger 
Ereignisse einen bestimmten Vorgang als feststebendes Schema zu- 
grunde zu legen. Hierzu wird von altersber mit Yorliebe das Zieben 
von Kugeln aus einer Urne benutzt, das wir im folgenden ebenfalls 
gebraucben woUen, obgleicb mit Riicksicbt auf die bequeme Ausfiihrung 
die Anwendung besonders geformter Wiirfel mitunter den Yorzug 
verdienen wiirde. Man hat dabei die Fullung jedesmal so zu wahlen, 
daB z. B. die 2B. eines weifien Zuges mit der SB. des gerade betracb- 
teten Ereignisses ubereinstimmt. Um Wiederbolungen zu vermeiden, 
woUen wir fur die nacbstfolgenden Abscbnitte festsetzen, daB die 
Urne a weiBe, h scbwarze, zusammen also c == (Z + 6 Kugeln entbalte. 
Ferner soil E einen weiBen, F einen scbwarzen Zug bedeuten. 

Der berkommlicben Festsetzung 

^{F)^a:c, SB(F0 = &:c 

gegeniiber kann man fragen, wesbalb gerade die rHH. als Wabr- 
scbeinlicbbeitsmaB gewablt worden seien. Die Antwort darauf lautet, 
daB man ganz gut aucb andere bomogene Verbindungen der Zablen a 
und 6, z. B. die Quotienten a : h und 6 : a, batte einfubren konnen, 
denn die Formeln und Lebrsatze der W.-R. batten dadurcb zwar ibr 
Ausseben, aber nicbt ibr Wesen geandert. Im iibrigen bat der Erfolg 
gelebrt, daB das Recbnen mit den rHH. im allgemeinen auf die be- 
quemsten Formen fiibrt. Icb bescbranke micb deswegen bier darauf, 
eine Yerbindung zu erwabnen, die spater bei der Untersucbung der 
Kollektivgegenstande eine Rolle spielen wird. Handelt es sicb um 
das Ereignis E, so kann man die DijBEerenz a — I als den UberscbuB 
der giinstigen Falle iiber die ungiinstigen bezeicbnen. Dividiert man 
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durch c, so erhalt man den ^^rdatwm TTberschuP“. Bezeichnet man 
diesen mit u, so folgt aus 

u ^ {a — b) : Cy ’3B{E) ^ a : c, i — =^b : c 

die Grleichunff 

^ w = 2SB(iJ)~- I. 

Die GroBe u ist hiernach zwischen den Grenzen ± i enthalten. 

Aus der Definition der 2S-Grofien folgt nocH unmittelbar der 
SatZ; daB sicL. und 2B(niclit E) jedesmal zu Eins erganzen. 

§ 13. Die GroBe 3B(-B) ist ikrer Bedeutung nacL ein eciiter 
Bruch, der auch die Grenzwei-te Null oder Eins annehmen kann, da 
ja die Falle a = o oder & = o nicht ausgeschlossen sind. Die fur 
= o eintretende Gleichung 323(AJ) =* o besagt, daB das Ereignis 
unmoglich ist, derm wenn die Ume keine weiBe Kugel enthalt, so ist 
ein weiBer Zug unmoglich. Ebenso besagt die fur 6 == o eintretende 
Gleichung SS(E) = i, daB das Ereignis E gewiB ist, derm wenn keine 
schwarze Kugel vorhanden ist, so muB ausnahmslos jeder Zug eine 
weiBe Kugel liefern. 

Hiemach treten die fiir gewohnlich streng geschiedenen Begriffe 
Unmoglichkeit, Wahrscheinlichkeit und GewiBheit in der W.-R. als 
bloBe GroBenabstufungen eines und desselben Begriffes, namlich der 
GroBe S03(E) auf. Jedoch ist zu beachten, daB nicht immer, wenn 
der Gang der Rechnung auf die Gleichung SB = o fuhrt, daraus die 
logische Unmoglichkeit von E folgt. Man denke sich z. B. auf einer 
gegebenen geradlinigen Strecke zwei Punkte unabhangig voneinander 
nach Zufall gewahlt, mit dem Hinzufugen, daB fur alle Punkte der 
Strecke die gleiche Moglichkeit des Gewahltwerdens bestehen soUe, 
dann zerfallt die betrachtete Gerade in drei Teilstrecken, die wir uns, 
soweit das moglich ist, zu einem Dreieck zusammengesetzt denken. 
Man erkennt nim sofort, daB das gleichseitige Dreieck nur in einem 
einzigen Falle unter unendlich vielen gleichberechtigten entstehen 
kann, daB also die SB. fiir dieses Dreieck unendlich Hein ausfallt 
und darum gleich Null zu setzen ist, wenn sie neben andere endliche 
SB-Gr66en gestellt wird. Man hat denmach bei der Deutung der 
Gleichung 2B = o jedesmal darauf zu achten, ob sie aus dem absoluten 
Fehlen oder aber nur aus einer unendlich Meinen rH. des Ereignisses E 
entstanden ist. 

§ 14. Bei der Berechnung der SB-GroBen wird fortwahrend von 
zwei Lehrsatzen Gebrauch gemacht, die man passend als die Summen- 
und die ProduM-JRegel bezeichnen kann. Um jedoch den Zusammen- 
hang nachher nicht unterbrechen zu miissen, mogen der Herleitung 
jener Regeln die nachstehenden Festsetzungen vorausgeschicfct werden. 

Soli das gleichzeitige oder sukzessive Eintreten zweier Ereignisse 
E und E' ins Auge gefaBt werden, so spricht man von einem am E 

Bruns, Wahrscheiulichkeitsrechnung. 2 
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'imd JE^ susammengesetden JEreignisse^ wofur wir kurz das Zeichen {EJE') 
gebranchen werden. So setzt sich z. B. ein zweimaliger weiBer Zug 
aus einer Ume zusammen aus den beiden Ereignissen: E =* weiB 
beim ersten Znge nnd E' = weiB beim zweiten Zuge. In der gleicben 
Weise Iran-n mm von einem ans beliebig vielen Ereignissen E^ E\ E "', . . . 
zusamniengesetzten Ereignisse {EE'E" . . .) sprecben. 

Zwei Ereignisse E nnd E' beiBen voneinander unabhmgig, wenn 
das Eintreten von E das Eintreten von E' nicbt beeinflnJBt nnd 
nmgekebrt. Im entgegengesetzten Falle spricbt man von einer Ah~ 
MngigMt, die zwiseben E nnd E' bestebt. Da man es bei den 
Anwendungen der W.-E. stets mit pbysiseben Vorgangen zn tnn bat^ 
so ist die etwa anffcretende Abbangigkeit immer nnr einseitig^ d. b. 
wenn E' von E abbangt, so bangt nicbt aucb nmgekebrt E von E' 
ab. Das abbangige Ereignis ist darum aucb immer das zeitlicb 
folgende. So sind z. B. zwei Ziige, die ans verschiedenen Umen er- 
folgen^ von einander nnabbangig, desgleicben ancb zwei Zuge ans 
derselben Ume, falls die gezogene Engel jedesmal znriickgelegt wird. 
Legt man dagegen die Engein nicbt znriick, so ist der zweite Zug 
von dem ersten abbangig, denn der zweite Zug trifft auf das Parben- 
verbaltnis {a — i):b oder a: {h — i\ je nacbdem der erste Zug weiB 
Oder scbwarz geliefert bat. 

Die vorstebenden Unterscbeidungen kann man natnrbcb auf 
Grmppen von bebebig vielen Ereignissen ausdebnen. 


Dritte Yorlesung. 

Allgememe Lehrsatze- 

§ 15. Bei der Herleitung der im letzten Paragrapben erwabnten 
Lebrsatze beginnen wir mit der Summenregel. Sie entstebt, wenn 
man die Gfesamtbeit der mdglicben Falle nacb irgendwelcben Gesicbts- 
punkten in Gmppen zerlegt nnd dem entsprecbend ancb die gunstigen 
Falle gmppenweise znsammenfaBt. Urn diese Zusammenfassung an 
dem Umenscbema dentbcb zn macben, denken wir nns, daB in der 
Ume U mit den Fnllnngszablen by c jede der c Engeln auBer 
durcb ibre Farbe ancb nocb dnrcb eine Nummer aus der Eeibe der 
Zablen i, 2, . . . gekennzeicbnet sei. AuBerdem nebmen wir an, 
daB verscbiedene Engeln, obne Rneksicbt anf ibre Farbe, dieselbe 
Nnmmer tragen konnen, wie das ja, wenn c groBer als n ist, von 
selber mit Notwendigkeit eintritt. Dann laBt sich znnachst die Ge- 
samtbeit der gleicbmoglicben Znge in n Gruppen ordnen, indem man 
die Ziige mit gleicber Nnmmer znsammenfaBt. Bedentet ferner 
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die Menge der weiBen Kugeln mit der Nummer h, und bezeiclmet 
man mit das Ereignis wenn die gezogene weifie Kngel die 
Ifummer h tragt, so besitzt den Wert aj^: c, Andererseits ist 

die Gesamtheit der weiBen Kugeln gleicb 

^ ~ ’ 

Daraus folgt, weil SB (JB) ^ a: c ist, durcb Division mit c die Smyimen- 
regel in der Gestalt 

3B(JB) + 28(^2) + *•• + 2B(-E;J. 

Hierin werden die GroBen 3B(-EJ als die partialen SBSB. bezeichnet, 
im Gegensatze zu der durcb ^{E) gegebenen totalen SB. des Er- 
eignisses E. 

Streift man die benutzte Einkleidung ab, so laBt sicb der ge- 
fundene Satz auch folgendermaBen fassen. Fur das Eintreten von E 
besteben bei einer vorgelegten Aufgabe im ganzen n verscbiedene 
und einander ausscblieBende Moglicbkeiten, die wir mit Jfj, ... 
bezeicbnen; femer werde durcb Ej^ das Ereignis E bezeicbnet, wenn 
sein Eintreten der Moglicbkeit JfcQ entspringt; dann kommt jedem Ej^ 
eine bestimmte partiale ^{E^ zu, und man erbalt das gesucbte SB(K^) 
Oder die totale SB. von E, indem man die samtbcben partialen SBSB. 
summiert. 

§ i6. Um die Produktregel abzuleiten stellen wir uns die Auf- 
gabe, die SB. eines zusammengesetzten Ereignisses {EE') durcb die SBSB. 
der Bestandteile E und E' auszudriicken. Hierbei sind zwei Falle 
zu unterscbeiden, je nacbdem zwiscben E und E' eine Abbangigkeit 
bestebt oder nicbt. 

Sind E und E' voneinander unabbangig, so setzen wir fur E 
den Zug einer weiBen Kugel aus einer Urne U mit den FGllungs- 
zablen a, b, c, ebenso fiir E' den Zug einer weiBen Kugel aus einer 
anderen Urne TJ' mit den FuUungszablen a\ 6', e\ Man erbalt dann 
die Gesamtbeit der gleicbmoglicben (giinstigen xmd ungiinstigen) Falle, 
die bei den beiden Ztigen aus U und TJ' in Betraebt kommen, wenn 
man jeden Fall bei U mit jedem Fall bei 27' kombiniert. Die An- 
zabl dieser Kombinationen ist cc\ Ferner erbalt man die Gesamtbeit 
der fur {EE') gunstigen Fffle, wenn man jede weiBe Kugel in U mit 
jeder weiBen Kugel in 27' kombiniert. Die Menge dieser gunstigen 
Kombinationen ist aa\ Daraus folgt fiir 8B(jBJB') der Ausdruck 
aa' icc\ Da nun andererseits die Werte von 3B(jB) und 3B(J5') durcb 
die Quotienten a:c und a'lc' gegeben sind, so erbalt man die ge- 
sucbte ProduUregel in der einfaeben Gestalt 

SB(i?jB')=-SB(jB)*SB(iJ'). 

Ist ein dreigliedriges Ereignis {EE'E") mit den voneinander 

2 * 
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unabliangigen Bestandteilen E, E\ E" gegeben, so zerlege man dieses 
zunachst in die beiden Bestandteile {EE') imd E"j woraus 

m{EE'E") - m{EE') • 

und weiter 

%{EE'E") - ^{E) • m{E ') . n{E") 

folgt. In der gleichen Weise erbalt man durcb wiederbolte Anwendung 
des gefundenen Satzes fur ein aug beliebig vielen und voneinander 
unab£*angigen Gliedern zusammengesetztes Ereiguis die Darstellung 

3S{EE'E" -.•)=- • ^{E') • ^{E ") .... 

Bedeuten E'j E", . . . unabhmgige Wiederbolungen eines und 
desselben Ereignisses E, also z. B. wiederbolte weiJBe Ztige aus U 
unter Zuriicblegung der Kugel, und bezeicbnet man ferner das w-malige 
Eintreten von E kurz durcb E^, so wird 

m{E^) = SG3(^)^ 

Die letzte Formel macbt deutlicb, wie sicb die SB. fur die fortgesetzte 
Wiederbolung eines bestimmten Ereignisses E mit der wacbsenden 
Anzabl der Wiederbolungen bestandig vermindert, da ja die Zabl SB(-E') 
ein ecbter Brucb ist. Ln Zusammenbange damit wacbst die SB. dafur, 
daB das Gegenteil von E wenigstens einmal eintreten wird. Bedeutet 
z. B. E das Werfen einer Nicbt-Secbs bei dem gewobnlicben Wxirfel, 
so ist 3B(E') gleicb 5 : 6 , und man erbalt 

SB(J?) = o.83, SB(E 2 )-o. 69 , SB{-B^) - 0 . 58 , SB(i;") = 0 . 48 , usw. 

Hiernacb wiirde man, wie es baufig ausgedruckt wird, scbon mit 
Vorteil die Wette Eins gegen Eins balten konnen, daB bei vier Wiirfen 
die Secbs wenigstens einmal aufferitt. 

§ 17 . Wenn in dem Ereignis {EE') der Bestandteil E' von E 
abbangig ist, so versagt die oben benutzte Beweisfubrung und bedarf 
einer Abanderung. Zu dem Ende denken wir uns ftir den ersten. Zug 
wieder wie oben die Dme U mit den Piillungszablen a, i, c zugrunde 
gelegt, setzen aber fitr den zweiten Zug eine Dme 27' mit c' Eugeln 
voraus, deren Farbe vorlaufig, d. b. vor Ausfiibrung des Zuges aus 27, 
weder weiB nocb scbwarz ist. Femer wollen wir uns vorsteUen, daB 
m dem Augenblicke, wo der Zug aus 27 erfolgt ist, von den Eugeln 
in 27 eine gewisse Menge die weiBe Farbe annimmt, und zwar in 
der Anzabl a' oder a", je nacbdem der Zug aus 27 das Ergebnis E 
Oder F geHefert bat. Dann kommen im ganzen cc' Zugpaare in 
Betracbt, von denen aa fiir {EE') gtinstig sind, da ja nacb dem 
Eintreten von E der zweite Zug aus einer Ume 27' mit den PuUungs- 
zablen a', c'—a', c' erfolgt. Demnacb besitzt ^{EE') den Wert 
aa'i cc\ Verstebt man ferner unter SB(E') jetzt die SB., die dem Er- 
eignis E' mch dem Eintreten von E zukommt, so erbalt man dafiir 
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den Wert a':c\ Da endlich SB(^) gleich a:c ist, so entsteht die 
Gleidning = ^{E) 

die auBerlicli dieselbe Gestalt besitzt, wie in dem Falle der gegen- 
seitigen Unabbangigkeit der beiden Ereignisse E nnd E\ nur daJB 
jetzt dem Zeichen 28(jE7') eine andere Bedeutung als vorbin znkommi 

Die bier fiir JJ' voransgesetzte Abhangigkeit der Farbenyerteilung 
Yon dem Ansfall des ersten Zuges laBt sicb nnscbwer Yerwirklicben^ 
wenn man statt der einen Time U' zwei Urnen U{E) und U{F) mit 
den FnUnngszahlen a\ ¥, c' und i", c" benutzt und festsetzt, 
daB der zweite Zug aus U{E) oder U{F) erfolgen soli; je nacbdem 
der erste Zug das Ergebnis E oder F geliefert bat. 

1st in dem zusammengesetzten Ereignis {EE'E "' . . .) das Ereig- 
nis E' YOU E, ferner E" Yon E und E' usw. abbangig, so erbalt 
man durcb wiederbolte Anwendung des gefundenen Satzes die Dar- 

steUiing ^^eE'E" • • •) = • ^{E') ■ 2B(£") • • •, 

worin ^{E') die 2B. Yon E' nacb dem Eintreten Yon E, 2B(E") die 
S33. Yon E" nacb dem Eintreten you E und E', usw. bedeutet. Das 
Umenscbema erbalt dann folgende Anordnung. Der erste Zug erfolgt 
aus einer einzigen TJme TJ. Pur den zweiten Zug kommen zwei 
TJmen TJ{E) und TJ{F) in Betracbt, je nacbdem der erste Zug das 
Ergebnis E oder F geliefert bat. Pilr den dritten Zug sind Yier 
Urnen U{EF), U{EF'), U{FE'), U{FF') anzusetzeu; Yon denen je 
nacb dem Ausfall des ersten Zugpaares immer nur eine Anwendung 
findet; in dieser Weise gebt es fort, bis das letzte Glied des Yor- 
gelegten Ereignisses erscbopft ist. Man erkennt bieraus, daB sicb 
bei abbangigen Ereignissen das Ergebnis der Zusammensetzung im 
allgemeinen Yiel Yerwickelter gestalten wird; als bei den unabbangigen. 

§ i8. Da wir weiterbin die Summen- und die Produkt-Regel 
fortwabrend anzuwenden baben werden, so wird es genugeu; wenn 
wir bier zur Erlauterung eine einfacbe und baufig wiederkebrende 
Aufgabe bebandeln. 

Wir denken uns Reiben you je r Versucben angestellt; you denen 
jeder das Ereignis E oder sein Gegenteil F liefern kann. Von diesen 
Reiben betracbten wir eine, die das Ereignis (E'^F^), d. L in be- 
stimmter Reibenfolge wi-mal das Ergebnis E und ^mal das Ergebnis F, 
ergeben bat, wobei natiirlicb m + n gleich r ist. Dann kann man 
nacb der SB. fragen, mit der jenes Ereignis zu erwarten war. Bei 
der Beantwortung der Prage wollen wir YoraussetzeU; daB die Ver- 
sucbe unabbangig Yoneinander seien, und daB femer bei dem Yer- 
sucbe mit der Nummer h 

mE)=P„' 

sei. 
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Zur Losung der Aufgabe denken wir uns das Ereignis 
vollstandig ausgeschrieben, d. h. wir scbreiben die r-gliedrige Kom- 
bination bin, die den Buchsfcaben E M-mal und F ^mal enthalt^ und 
zwar in derjenigen Anordnung, in der E nnd F in dem betrachteten 
Ereignis aufeinander folgen soUen. Dann erhalt man nacb der 
Produktregel die gesucbte SB., wenn fiir jedes E oder F^ das an der 
^-ten Stelle stebt, entsprecbend oder gescbrieben und die neue 
Kombination einfacb als Produkt gelesen wird. Die gesucbte SB. 
entbalt also m jp-Faktoren mit ebensovielen verschiedenen Ifummern 
und femer n g-Faktoren mit den n iibrigen ISTummern. Sind im be- 
sondern die einander gleicb und zwar gleieb so fallen aucb die 
zusammen und sind gleicb x — -jp. Dadurch wird dann 

also unabbangig von der Eeibenfolge der E und F. 

Bildet man mit den beiden willktirlicben GrxoJBen u und v das 
r-gliedrige Produkt 

P == {upj^ + vq^){upz + ■ • • (Mi), + vq^), 

SO entspricbt in der Entwickelung von P jedem Ereignis von der 
Form (E^F^) ein bestimmtes G-bed, das den Faktor entbalt. 
Bbenso entspricbt umgekebrt jedem Gliede, das den Faktor .ent- 
balt, ein bestimmtes Ereignis von der Form {E'^^F% 

Bezeicbnet man jetzt mit w{E^F^) die SB. dafur, daB bei r Ver- 
sucben obne Riicksiebt auf die Reibenfolge E und F iiberbaupt 
w-mal und n-mal vorkommen, so bat man nacb der Summenregel 
alle Gbeder in P zusammenzunebmen, die den Faktor entbalten. 
Die Summe dieser GUeder gibt nacb Abwerfong der Potenzen von u 
und V die gesucbte ^-GroBe. Hiemacb wird 

P == Hu^v'^w[E'^F^), 

wo die Summation nacb m von o bis r und gleicbzeitig nacb n von 
r bis o lauft. Die bier gegebene Darstellung der gesucbten 8BSB. 
als Entwickelungskoeffizienten einer erzeugenden Funktion ist ein 
Kunstgriff, der in der W.-R. baufig Anwendung findet. 

Sind alle gleicb ^ und alle gleicb so wird 

F^{up + vqY, 

woraus 

w{E^F^) =« {m -f n)\p^^\m\ nl 

folgt. .Die «« 7 -GroBen sind dann also niebts anderes, als die Glieder 
der Entwickelung des Binoms (p + qy. 

Die gefundenen Satze lassen sicb ■onscbwer erweitern. Wenn in 
in der r-gbedrigen Versucbsreibe bei jedem Versucbe s Ereignisse 
P, P , E , . . . zu unterscbeiden sind, und wenn ferner deren SBSB. 
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bei dem fe-ten Versuche der Reihe die Werte SQ3 (jE^)^, 25(j&')^, SB3(jS"\, . . . 
besitzen, so lassen sicb die verscbiedenen Falle ubersichtKch in der 
Entwickelung einer erzeugenden Funktion zusammenfassen; die sicb 
als das Prodnkt von r Faktoren der Grestalt 

+ • . • , {h= 1, 2,... r) 

darstellt. Sind im besondem die GrdBen . . . innerhalb der 

Versncbsreihe konstant, so ergeben sich die GxoBen w aus der Ent- 
Trickelung der Potenz 

[^{E) + f!2{E') -h + •••]’• 

nacb dem polynomiscben Lehrsatze. 

§ ig. Zum Abschlusse der bisherigen Erorterungen haben wir 
mm nocb die Prage nach der SB. der sogenannten Ursachm znfalliger 
Ereignisse zu behandeln. ITach dem gewohnlichen Sprachgebranche 
ist unter der Ursache eines Ereignisses E der InbegrifP A aller der- 
jenigen TJmstande zu verstehen, Ton denen das Ereignis Qberhaupt 
abhangt. Dieser Inbegriff A laBt sich nun bei den Ereignissen, mit 
denen wir es hier zu tun haben, jedesmal in zwei Bestandteile E 
xind C spalten, und zwar auf folgende Art. Zunachst kdnnen wir 
namlich als Bestandteil B den Inbegriff derjenigen TJmstande ab- 
trennen, welche dem betrachteten Ereignis seine mathematische Wahr- 
scheinKchkeit verleihen. So ist z. B. bei einem normalen Wlirfel der 
Bestandteil B dadurch bestimmt, daB der Wurfel ein homogener 
Kubus sein soU, ebenso wird bei einer Time, die mit gleiehartigen 
Xugeln geffiUt ist, B durch die FttUungszahlen der verschieden ge- 
farbten oder numerierten Kugeln umgrenzt. Die Gesamtheit C der 
TJmstande, die in A nach Abseheidung des Bestandtehs B Ubrig 
bleiben, umfaBt dann das, was in dem Ereignis E mit dem Charakter 
der Zufalligkeit behaftet ist, also z. B. bei dem Whrfel den Verlauf 
des Wurfes und bei der TJme das Mischen und Ziehen der Kugeln. 

In der W.-R. besteht nun der Gebraueh, dem Bestandteile B die 
Bezeichnung Ursache des Ereignisses E zu geben, wodurch das Wort 
Ursache, dem gewohnlichen Sprachgebranche gegenQber, offenbar eine 
erhebliche Einenguug erfahrt. Der Name ist imgrunde genommen 
recht unglhcklich gewahlt, indessen scheint es schwierig zu sein, einen 
besseren Ausdruck einzubttrgem. Wenn es sich in der W.-E. immer 
nur um Versuche fiber zufallige Ereignisse handelte, so ware das 
Wort „Versuehsbedingungen“ ganz passend; es kommen jedoch in der 
W.-R. oft gent^ auch Aufgaben vor, bei denen der Ausdruck Ver- 
snch ziemlich gezwtmgen Hingt. Besser ware noch der in der Eehler- 
theorie sidi von selber darbietende Name „Bestimmungsmod«s“ oder, 
wie J, von Kries vorgeschlagen hat, „Entstehung8modus“ Dieser 
Sachlage gegenfiber woUen wir es bei der herkommliohen Bezeichnung 
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bewenden lassen und weiterbin imter ^TJrsaclie eines Ereignisses jB" 
den InbegriJff der TTmsiande versteken, von denen die GrroBe SB(^) 
abkangt. 

Wenn in der oben fur ein Ereignis E zngrunde gelegten Be- 
zieknng J. == J? + C der Bestandteil B bekannt ist, so ist damit anch 
^{E) als gegeben anzusehen. Kennt man dagegen B garnickt oder 
nnr unvoUstandig, so muB man entweder auf die ErnifEteTung von 
SB(jB) von vomkerein verzickten oder aber versncken^ aus Bepkaokr 
tungen zn dem von A abkangenden Ereignis E eine Anssage ttber 
J5"*litid SS(-B) zu gewinnen. AUerdings wird der zweite Weg wegen 
des in A entkaltenen zufalligen Bestandteils C im allgemeinen nickt 
auf notwendige, sondern nnr auf mekr oder minder wakrsckeinlicke 
Aussagen fukren. 

§ 20 . Die kerkommlicke Losung der betrackteten Aufgabe gekt 
auf Bayes zuriick und wird deskalb gewoknlick kurz als das Bayessche 
Prinzip bezeicknet. Die bisker ublicke Formulierung dieses Prinzips 
riikrt von Laplace ker und soli nackstekend zugrunde gelegt werden. 

Soil aus der Beobacktung eines Ereignisses E ein SckluB auf 
dessen unbekannte TJrsaeke U gezogen werden, so ist diese Aufgabe 
gleickbedeutend mit der Frage nack dem Werte von denn an 

dem mit TJ bezeickneten unbekannten Dinge interessiert bier nur der 
XJmstand, daB U der GroBe S03(E) einen bestimmten Zaklenwert erteilt. 

Da die Ursacke U unbekannt ist, so ist man vorlaufig darauf 
angewiesen, tiber U eine Reike von Annakmen zu macken, und dann 
die Berecktigung festzustellen, die jeder Annakme zuzusprecken ist. 
Wir woUen diese Annakmen mit S 2 , ... bezeicknen und unter 
^!B{EB^ die 8GB. versteken, die dem betrackteten Ereignis E zukommen 
wtirde, wenn die Annakme tatsacklick zutrifffc. Die Eeike der S 
ist so anzusetzen, daB die einzelnen Annakmen einander ausscklieBen 
und in ikrer Gesamtkeit die Moglickkeiten ersckopfen, die bei dem 
gerade vorgelegten Falle zu beriicksicktigen sind. Femer setzen wir 
fest, daB die GroBen ^{EETj samtlick voneinander versckieden sein 
sollen, da ja zwei Annakmen, die dasselbe ^{EH) liefern, fiir die 
vorliegende Betracktung als nickt wesentlick versckieden, d. k. also 
als zusammenfallend anzuseken sind. 

Die ziffemmaBige Absckatzung der relativen Berecktigungen denken 
wir uns in Gestalt einer Abstimmung vorgenommen: wenn von N 
gleichberecktigten und gultigen Stimmen, die tiberkaupt abgegeben 
werden konnen, Nj^ fur die Annakme sprecken, so soli die Be- 
recktigung von durck den Quotienten : N gemessen werden. 
Dieser Quotient is^epi^ und weist alle Merkmale auf, die den 
2S- GroBen zukommen. Deskalb bezeicknen*^w][r ib-n durck das Symbol 
S33 {jB^) und nennen ikn die „S23. der Annakme jff/. Die Summe aller 
SGS(JS) ist kiemack stets gleick Eins, da ja die Summe der Nj^ gleick N ist. 
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Das Ergebnis der Abstimmimg muB im allgemeinen yerscbieden 
ausfallen, je nachdem sie vor oder nacb dem Bekanntwerden des 
Ereignisses E vorgenommen wird. WeiB man z. B. Yorlaufig nur, 
daB eine Ume lOO Kngeln entbalt, wabrend die Farbenverteilnng 
zunachst nnbekannt ist, so bat man vorerst keinen Gnind; die An- 
nabme „2 weiBe und 98 scbwarze Kugebi^^ auszuscbliefien, tind wird 
ibr demgemaB Torlaufig ein von Null verscbiedenes SS(S) zusprecben. 
Man wird sogar in dem betraebteten Falle keinen Anstand nebmen^ 
jeder der moglicben Annabmen vorlaufig das gleicbe namlicb 

den Wert i : loi zu erteilen. Bestebt nun aber das beobacbtete Er- 
eignis E darin, daB obne Zuriicklegen der Kugel 3 weiBe Ztige erfolgt 
sind^ so wird dadurcb die betracbtete Annabme nacbtraglicb aus- 
gescblossen, d. b. man erbalt fur SB(jH) nunmebr den Wert Null. 
DemgemaB werden wir die vor und nacb dem Bekanntwerden von E 
erfolgenden Abscbatzungen durcb die Symbole und 

unterscbeiden und sie als die vorlaufigen und die naclitrdglichen 3 B 2 B. 
der Annabmen H bezeicbnen. 

§ 21. Es bandelt sicb jetzt darum, die Beziebungen zwiscben den 
GroBen 1 S&{EB), ^(E)^ und aufzufinden^ wobei wir wieder 

das Urnenscbema zugrunde legen. Gegeben sind m Umen, deren 
jede die gleicbe Anzabl von Kugeln, namlicb Cy entbalten soli. Der 
Fall; daB alle Urnen die gleicbe Farbenverteilnng besitzen, wird aus- 
gescblossen; dagegen wird zugelassen, daB zwei oder mebr Urnen in 
der Farbenverteilnng ilbereinstimmen. Gebt man die Urnenreibe Ume 
fur Urne durcb, so soil die Anzabl der weiBen Kugeln im ganzen 
die n verscbiedenen Werte aufweisen, so daB n kleiner 

als m sein kann, wabrend der Fall n = 1 ausgescblossen ist. Danacb 
teilen wir die Urnenreibe in n Gruppen S^y . . . H^y indem wir der 
Gruppe alle Urnen zuweisen, die aj^ weiBe Kugeln entbalten. 
Hierbei komme der Gruppe die Urnenmenge zu, woraus fur 
die Summe aller der Wert m folgt. Das beobacbtete Ereignis 
ist ein weiBer Zug: gesucbt wird die SB. der Annabme, daB die ge- 
zogene Kugel aus einer Ume der Gruppe Sj^ stamme. Die Gruppen 
H vertreten bierbei ojBfenbar die vorbin aufgestellten einzelnen An- 
nabmen liber die Ursacbe TJ. 

Bei der Losung der Aufgabe wollen wir die Voraussetzung zu- 
grunde legen, daB die Umen vor dem Bekanntwerden der gezogenen 
Parbe gleicbberecbtigt nebeneinander steben, daB also fur alle Umen 
der gleicbe Grad von UngewiBbeit binsicbtbcb der erfolgten Benutzung 
bestebe. Dann sind von den m vorbandenen Umen vorlaufig fur 
die Annabme giinstig, d. b. es ist 

= mj : w (i) 

ZU setzen. Pemer laBt sicb, so lange man die gezogene Farbe noch 
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niclit kenat, noch folgeades aussagen: es ist zwar gewifi, dafi eine 
Kagel gezogen wurde, dagegea ist es yorlaufig angewifi, welche yon 
dea me Kagela, die iai ganzen yorhanden sind, der Zag getrofifea 
hat; aufierdem ist diese TJagewiBheit fur alle Kugeln die gleiche^ da 
ja jede Ume gleichviel Kugela eathalt, and da fur alle TJrnen yor- 
laufig die gleiche TJagewiBheit ihrer Benutzuag besteht. Dureh das 
Bekaantwerdea des Zages wird aua die fur die me Eugeln bestehende 
TJagewiBheit beziiglicli der Farbe aafgehoben;, sie bleibt aber fur die 
weifiea Kugela in derselbea Weise wie yorher bestehea, dean die 
bloBe Tatsache des weiBen Zuges bietet^ wean man sich iimerhalb 
jeder TJrne die weiflen Kugela laufend aumeriert deakt, keinerlei 
Anhalt fiir die Aussage, dafi z. B. eher die zweite Kugel aus der 
drittea Ume, als die fiinfte Kugel aus der yierten Urae gezogen 
worden sei. Unter solchen Umstaaden sprechea die weifiea 

Kugela, die zusammea in den Urnen der Gruppe jB*^ enthalten sind, 
fiir die Grappe oder die Annahme d. h. es ist 

proportional (2) 

Die SB. des weifien Zuges ist, wena man eine Urne der Gruppe 
benutzt, dureh den Quotieaten a^^ie gegeben, so dafi mit der ein- 
gefdhrtea Bezeichnung 

(3) 

wird. Deamaeh aimmt (2) unter der Berdcksichtigung yon (i) und 
(3) die Gestalt 

proportional 

an, wofdr wir, da die Summe der SB(fi)„ gleich Bias ist, auch 

= [m{ES^ 2b™ : (4) 

P = :SiB(Efi,)2B(S,), (5) 

schreibea konaen. Damit ist die gesuchte Beziehuag gefuaden. Sie 
enthalt die Abgreazuag der relativen Berechtiguag, die auf Grand 
der Beobachtung yon E nachtr%lich jeder Annahme H zuzusprechea ist. 

§ 22. Wena yon zwei Ereignissen E uad E'^ die auf derselben 
Ursa'che U beruhen, das erste beobaehtet ist, das zweite aber aoch 
aicht, so gestattet der Schlufi yoa E auf JJ einea weiterea SchluB 
auf ^{E\ Bedeutea wieder die Anaahmen, die uber TJ 

zu machea sind, so hat man fur das Bintretea yoa E' n Moglichbeiten 
zu unterscheiden, je nachdem aamlieh die Annahme oder oder 
usw. zutrififfc. Das Eintreten yoa E' aach der ^-ten Moglichkeit 
erseheiat hierbei als eia zusammengesetztes Ereigais, dessea erster 
Bestandteil dureh das Zutreffen der Annahme gebildet wird, 
wahrend der zweite Bestandteil dayon herrfihrt, daB das Ereigais E' 
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ans der Ursache entspringt. Die 7 i-te Art des Eintretens liefert 
deshalb nach der Produktregel die partiale SB. 

wo der erste Faktor die aus dem beobacbteten Ereignis JE erscMossene 
SB. der Annab-me bedeutet, wogegen der zweite Faktor die SB. 
angibt; die dem Ereignis E' zukommt, wenn die Annahme tat- 
sachlicb. zutrifft. Daraus folgt fur die totale SB. von E' der Ausdruck 

( 6 ) 

Die GroBe SB(E") erscbeint biernach. als ein Mittelwert aus den 
SB(JS"jB), da ja die Summe der SB(J?)„ den Betrag Eins besitzt. 

§ 23. Wenn in den Formeln (4), (5) und (6) die Zahl der auf- 
gestellten Annabmen unendlieb groB ausfallt, wie das bei den An- 
wendungen baufig vorkommt, so ist es zweckmaBig, jene Gleicbungen 
etwas umzugestalten. Wir setzen die Reibe der Annabmen zunacbst 
als endlicb voraus und bezeicbnen mit n die Anzabl der Glieder 
dieser Reibe, mit Ji die Nummer eines Gbedes und mit x den Quotienten 
}b : n, Dann verlauft die Veranderlicbe x zwiscben den Grenzen 0 
und I sprungweise mit dem konstanten Inkrement i : n, Mit Ruck- 
sicbt darauf bezeicbnen wir die zur Nummer h oder zu dem „Index^^ 
X geborige Annabme Sj^ weiterbin mit und fiihren die unmittelbar 
yerstandlicben Zeicben 

2S(Z,)„, 3B(MJ (7) 

ein. Wenn nun n fiber alle Grenzen wacbst, so verwandelt sicb x 
in eine stetige Veranderlicbe, deren konstantes Inkrement i : n ent- 
sprecbend die Bezeicbnung dx erbalt. Von den vier GroBen (7) 
bleiben bierbei die letzten im allgemeinen endbcb, wabrend die beiden 
ersten im allgemeinen unendlieb Mein werden, weil ja ihre iiber alle 
Werte von x erstreckten Summen den Wert Eins besitzen. DemgemaB 
ersetzen wir die vier von x abbangenden Symbols (7) durcb die 
neuen Zeicben 

V{x)dx^ N{x)dXj F{x), 6r(a;), 

wobei 

llm{KX=jy{x)dx^i, 

i:m{KX-jN{x)dx=x 

Trixd. Da femer aas (5) der Ausdruck 
P = SaB(jE?XJ ^{KX 
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entsteBt, so niinint { 4 ) mid ( 6 ) die Gestalt 

m{KX-^N{ic)dx^F{x)V{x)dx, ( 8 ) 

Fn{E') = =fF{x) Q{x) V(x) dx ( 9 ) 

an. 

Will man es durchweg mit endliclien GroBen zn tun haben, so 
kann dies auf folgende Weise erreicht werden. Man bezeichne mit 
SQ3(X)^ und 2S(X)„ die vorlanfige und die nacbtraglicbe SB., daB fur 
die gemeinsame Ursacbe von jE und JE' irgend eine der Annabmen 
zutrifft, deren Index x zwiscben o und X liegt, dann wird nacb 
der Summenregel 

m{X),=jv{x)dx, ( 10 ) 

P2B (Z)„ = ^fN{x) dx =Jf{x) r{x) dx. (i i) 


Der Index x hat in den vorstehenden Formeln offenbar nur den 
Zweck, die unendliche Mannigfaltigkeit der^aufzustellenden Annabmen 
in eine feste Ordnung zu bringen und zugleich jedes Glied der 
Mannigfaltigkeit unzweideutig zu bezeichnen. Dieser Zweck laBt sicb 
aber auf unendlicb viele Arten erfiiUen. Es sei y eine gewisse 
Funktion von x, die stetig waobsend das Intervall von o bis i durcb- 
lauft, sobald dies mit x der Pall ist. Dann gebort zu jedem x ein 
und nur ein bestimmtes y, und umgekebrt; ebenso gebort in der vor- 
gelegten Mannigfaltigkeit der Annabmen zu jeder Annahme ein be- 
stimmter Wert des neuen Index y, und umgekehrt. Wir woUen fiir 
die auf den neuen Index bezogenen Stiicke die fruberen Bucbstaben, 
aber unter Anfiigung eines Akzents, benutzen, so daB den Stiieken 

r,, Y{x), N{x), F{x), a{x), 2B(Z), 
die neuen Zeichen 


K, riy), Ny), Fy), ay, w(j) 


entsprechen. Dann ist zunachst, wenn x und y ein simultanes Werte- 
paaa- der Indizes bedeuten, die Annahme AT* identisch mit Ky, femer 
Trird F{x) gleich Fy) und G{x) gleicb Qy). Sind auch Z und T 
simultane Indexwerte, so wird weiter 


also auch 


aB(Z)„ = ss'(n, 

£v{x)dx=£ry)dy, 


■Vforaus durch Differentiation 


folgt. 


F(Z)c?Z= r'{T)dY 


(12) 
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Als Beispiel denken wir uns den Fall^ da6 man bei einem Wiirfel 
von angenfallig nnregelmaBiger Gestalt die SB. fur das Werfen der 
Bins empirisoli dadurob bestimmen will^ da6 man eine Reihe von 
Wiirfen tatsacblich ausfulirt nnd die Haufigkeit von Bins und Nicbt- 
Eins abzablt. Man kann dann die anfzustellenden Annabmen znnacbst 
nacb dem Werte cc ordnen^ den sie der 2B. fiir das einmalige Werfen 
der Bins erteilen. Dies ist der Ansatz, den man gewobnlicb wablt, 
und zwar aus dem einfacben Grunde, weil er der nacbstliegende 
und bequemste ist. Ebensogut konnte man aber als ordnende Grdfie 
aucb z. B. die SB. fiir das zweimalige Werfen der Bins ansetzen, so 
da6 der neue Index y gleicb wird. Dieser TJmstand ist, wie wir 
nacbber seben werden, fiir die ricbtige Beurteilung der gefundenen 
Formeln von Bedeutung. 

§ 24. Die letzten Abscbnitte entbalten die Pormulierung des soge- 
nannten JB<Z2/<55scben Prinzips iiber die SB. vonUrsacben. Sie bieten einen 
passenden AnlaB, den bisber nicbt beriibrten Unterscbied zwiscben 
der sogenannten ohjeJctiven und Wabrscbeinlicbkeit zu erortem. 

Bedeutet JE ein Ereignis von deijenigen Bescbaffenbeit, welcbe in den 
bisberigen Betracbtungen fortwabrend vorausgesetzt worden ist, so 
kommt JE eine bestimmte SB. zu, deren Wert ganz unabbangig davon 
ist, ob wir iiber die Ursaebe von U etwas wissen oder niebi Das 
einfacbste Beispiel bierfiir ist der weiBe oder scbwarze Zug aus einer 
Time, denn die 3BSB. dieser Ziige bangen, gleicbartige Kugeln voraus- 
gesetzt, nur von den Pullungszablen ab. Eine solcbe SB. wird als die 
dbjektive Wabrscbeialicbkeit oder aucb als die Chance des Ereignisses E 
bezeicbnet. Ist die Ursaebe von E voUstandig bekannt, so kommt 
die Berecbnung der Cbance auf eine rein matbematiscbe Aufgabe 
binaus. Dieser PaU tritt, wenn nieht mit aller Strenge, so docb mit 
groBer Aimaberung im allgemeinen bei solcben Gliicksspielen auf, 
deren Einricbtung und Anordnung voUstandig in unserer Hand liegt. 
Ist uns dagegen die Ursaebe niebt voUstandig zugangbeb, so wird 
sicb diese Liicke in unserem Wissen bei der Berecbnung von SB(jEJ) 
irgendwie geltend macben. Ein derart bergeleiteter Wert beiBt dann 
suijeMve Wabrscbeinlicbkeit und wird im allgemeinen von dem objek- 
tiven Werte versebieden sein, 

Zur Erlautemng betraebten wir die in den Formeln (4) bis (9) 
auftretenden Bestandteile. Die GroBen ^{EJB), SB(J5'J3), F{x)y Cr{x) 
sind offenbar objektiver Natur, denn sie bedeuten SB -GroBen, die aus 
gegeienen Ursacben bereebnet werden. Dagegen ist SB(J5') subjektiver 
Natur, denn diese GrroBe ist ein mit den Gewiebten 3B(jSr)^ aus den 
f!S{E^3) bereebneter Mittelwert, und die benutzten Gewiebte entbalten 
subjektive, aus zwei versebiedenen QueUen entspringende Bestandteile. 
Erstens namlicb h^gen die Zahlenwerte der SB{ji5)» Ausfall 

des Versuebes ab, der zur Ermittelung der Ursaebe angesteUt wurde 
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und das betrachtete Ereignis E lieferte. Wiederbolt man den Versucb, 
so kann das Ergebnis anders ansfallen und damit eine Andenmg aller 
weiteren, mit E zusammenbangenden GroBen bewirken. Das indivi- 
duelle Wissen^ das dem Beobacbter durcb den angestellten Yersuch 
vennittelt werden soli, ist also im allgemeinen unvoUstandig, und diese 
UnvoUstandigkeit bleibt in der Aussage besteben, die der Beobacbter 
liber die Ursache von E bildet. 

Der zweite subjektive Bestandteil entspringt aus der Ansetzung 
der GroBen SS^. In der Eegel wird dabei so verfabren, daB man 
erst die Reibe der Annabmen E aufstellt und dann sagt, daB die 
als einander gleicb anzusetzen seien, weil man fiber die Ursacbe des 
beobaehteten Ereignisses nicbts wisse. Nun ist aber der Fall voUiger 
Dnwissenbeit garniebt als der eigentlicb normale anzuseben; oft genug 
ist man imstande, auf Grand friiberer Erfabrung diese oder jene Aus- 
sage liber die Ursache zu macben, und es dfirfte nicht zweifelhaft sein, 
daB ein ScbluB, der sicb lediglich auf das „privilegium ignorantiae^^ 
stfitzt, weniger Vertrauen verdient, als ein anderer, bei dem ein be- 
stimmtes, wenn aucb vielleicbt nur geringes, Wisseu verwertet worden 
ist. Meistens ist es auch nur die Scbwierigkeit, das etwa vorbandene 
Wissen obne Hinzunabme willkiirlicher Yoraussetzungen zu verwerten, 
die den AnlaB gibt, daB man sicb mit der bequemsten Festsetzung, 
namlich der Einfabrung gleicber begnugt. 

Des weiteren ist zu beachten, daB im Falle einer unendlicben 
Reibe von Annabmen die Auswahl des ordnenden Index x gamicbt 
im voraus vorgescbrieben werden kann. Greifen wir auf das oben 
erwabnte Beispiel eines unregelmaBig gefonnten Wiirfels zuruck, so 
ist es aUerdings nabeliegend, daB man als Index die SB. fiir den ein- 
maligen Wurf der Eins wahlt. Mit demselben Recbte kann man 
aber aucb z. B. die SS. fur das zweimalige Werfen der Eins, d. b. also 
die GroBe y = als Index wablen. Wenn man ferner, unter Berufuug 
auf unsere voUige Uukenntnis der Ursache, die SB-GroBen, d. h. also 
die Funktion V{x)y konstant setzt, so kann man mit demselben Recbte 
aucb die Funktion V'(y) konstant setzen, und man erkennt leicbt, 
daB diese beiden Ansatze in dem weiteren Yerlaufe der Recbnung 
zu verscbiedenen Ergebnissen fuhren. 

§ 25. Wie man siebt, liegt der scbwacbe Punkt bei der Ermittlung 
der GroBen weniger in dem Cbarakter der Zufalligkeit, 

der dem Ergebnis des angestellten Yersucbs anbaffcet, als vielmehr 
in der ausgepiagt subjektiven Bescbaflfenbeit der SB^- GroBen. Man 
kann nun fragen, ob sicb dieser Mangel, wenn aucb nicbt beseitigen, 
so doeb mildem lasse. Das ist in der Tat naoglieb, wie an spaterer 
Stelle in der XIX. Yorlesung bei Bebandlung der sogenannten Bayes-- 
scben Formel gezeigt werden wird. 

Das sogenannte jBScK^esscbe Prinzip, das in Wabrbeit gar kein 



AllgemeiDe Lelirsatze. 


31 


Prinzip; sondem ein arithmetisclier Lehrsatz ist, hat fur die erkenntms- 
theoretische Erorterung der Grundlagen der W.-E. ofters einen Stein 
des AnstoBes gebildet, was allerdings leicht eintreten kann^ wenn man 
hinter dem Worte ^^mathematisclie Wahrscheinlichkeit^^ rnehr sucht^ 
als den eingebiirgerten Kunstausdruck fiir einen rein arithmetischen 
Begriff, namlicb fur die bei gewissen Abzahlungen auftretenden 
j^relativen Haufigkeiten'^ Im ubrigen erscbeint das genannte Prinzip, 
wie sicb spater bei Erorterung der BayesBcken Formal zeigen wird^ 
als ein durcbaus entbebrlicber Bestandteil der W.-R., wenigstens wie 
sicb die Dinge bisber entwickelt baben. Grleicbwobl wird man es 
in einer Darstellung der W.-R. vorlaufig nicbt unterdriicken durfen^ 
und zwar der bistoriscben Vollstandigkeit wegen, denn es bat wenigstens 
einmal bei einer bestimmten Grelegenbeit^ namlicb bei der ersten 
G^w^scben Begriindung der Metbode der kleinsten Quadrate, als 
beuristiscbes Hilfsmittel einen nutzlicben Dienst geleistet.^) 

§ 26 . Die bisberigen Entwicklungen entbalten alles, was seitber 
an allgemeinen Satzen .in den Anwendungen der W.-R. gebraucbt 
worden ist. Riickbbckend kann man sagen, daB diese Grundlagen 
einfacb genug sind; die Scbwierigkeiten, die sicb bei besonderen 
Aufgaben einstellen konnen, baben, wie das aucb anderwarts stattfindet,. 
ibren Grund wesentlicb in den besonderen Bedingungen eben dieser 
Aufgaben. 

Bei der Beweisfubrung baben wir in ausgedebntem MaBe Ton 
dem Umenscbema Gebraucb gemacbt. Daraus folgt, daB die gefundenen 
Satze unmittelbar nur bei solcben Aufgaben Anwendung finden konnen, 
die sicb auf das genannte Schema reduzieren lassen. Der wesentlicbe 
Punkt begt hierbei weniger in der Zufalligkeit der betracbteten Er- 
eignisse, als vielmehr darin, daB eine 3B-6r6Be nicbts anderes ist, 
als die rH. der gunstigen Glieder in einer Reibe von gleicbberecbtigten, 
sicb gegenseitig ausscblieBenden und voneinander unabbangigen Pallem 
Die Ansetzung solcber Reiben ist nun keineswegs bei alien den Vor- 
kommnissen moglicb, bei denen wir von Zufall sprecben. Desbalb 
ist denn aucb der Anwendungsbereicb der W.-R. erbebbcb enger, als 
das Gebiet der Dinge, die uns mit Zufalligkeit bebaftet zu sein scbeinen. 
Dieser Umstand ist nicbt immer geniigend beacbtet worden, und 

i) Die vorstehende, an Laplace ankaiipfeude Darstellung der Grundbegriffe 
und Hauptlehrsatze der W.-R, ist mit gewissen Einschrankungen bekaftet, die 
fur die Anwendungen der W.-R. allerdings ohne Belang sind, und im ubrigen 
dem Anf anger das Verstandnis erleicbtem. Diese Einsohr§»nkungen lassen sicb 
jedoch aufbeben, wenn man die W.-R. yon Anfang an nur als eine „Haufigkeits- 
rechnung^ bebandelt und zugleich den Begriff der „relativen‘* Wabrscheinliclikeit. 
einfuhrt, wie das Hausdorff in seinem Aufsatze „Beitrdge zur WahrscheinlichheitS'^ 
redhnwig^^ (Bericbte der matb.-pbys. Klasse der k. Sachs. Ges. d. Wiss. 1901) 
getan hat. Das Rai/essche Prinzip erscheint dann erst recht als ein einfachea 
Korollar aus rein arithmetischen LehrsMzen. 
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daraus sind dann XJatersucliungen entsprungen^ die mehr den Charakter 
einer unter Umstanden hochst interessanten Recheniibung, als den 
einer emsthaften Anwendung der W.-R. besitzen. In dem meiirfacli 
genannten von jSriessclien Bucbe finden sicli an Yersckiedenen Stellen 
recbt lehrreicbe kritische Bemerkimgen uber solcke mifibrauchlicbe 
Wahrscbeinlicbkeitsansatze. Allerdings laBt sick ja die Hanfigkeits- 
rechnnng uberaU da anwenden, wo es etwas zn zablen gibt, man mu6 
sich aber biiten, die erlangten Zablen als SB.-GroBen zn denten, wenn 
die notwendigen Vorbedingungen dafur nicbt erfiillt sind. 


Vierte Vorlesung. 

Die Transzendente n{x). 

§ 27. Die Einfacbbeit der in den letzten Abschnitten entwickelten 
gmndlegenden Satze bringt es mit sieb, daB zablreicbe Anfgaben 
der W.-R. mit elementaren Hilfsmitteln gelost werden konnen. Es 
kommen indessen ancb wicbtige Anfgaben Yor, deren bundige Beband- 
Inng ein wirksameres Werkzeng verlangt. Das, was bierbei notig ist, 
findet sicb in der Hanpts^cbe in den besseren Lebrbncbem der Integral- 
recbnnng fertig vor oder laBt sicb unscbwer darans berleiten. Icb 
balte es jedocb fur zweckmaBig, das, was wir spater an besonderen 
Lebrsatzen nnd Formeln der Integralrecbnung brancben, tibersicbtlicb 
in den nacbsten Abschnitten zusammenznstellen, um daranf nnmittelbar 
Bezug nebmen zn konnen. 

Zur Bezeicbnnng der gewohnlicb in der Grestalt e'® gescbriebenen 
Exponentialfnnktion werde das fur den Dmck vorteilbaffcere Zeicben 
exp a? verwendet nnd die Fnnktion n{x) dnrcb die Gleicbnng 

n{x) {— t) (i) 

definiert. Das Integral besitzt eine Bedentnng, so lange der Para- 
meter X oberbalb — i liegt. Bie Bedentnng Yon II{x) fdr Argument© 
nnterbalb — i wird sicb weiterbin ans einer anderen Darstellung 
ergeben. Fiir a? = o laBt sicb die Integration nnmittelbar ansfnbren 
nnd liefert 

77(0)== I. ^ ( 2 ) 

Wird die Gleicbnng 

c 7 (^exp(— t )) : dt = — ^^exp (— t) + exp (— t) 

links nnd recbts nacb t zwiscben den Grenzen o nnd 00 integriert, 
wobei X als positiY zn denken ist, so erbalt man 

II{x) = xll{x — i). (3) 
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Bedeutet n eiue ganze positive ZaU^ und setzt man in der vor- 
stehenden Gleichung fiir ir die Werte i, 2, . , . ^ ein^ so gibt die 
Multiplikation der so entstebenden Gleiclnmgen wegen (2) 

IT(n) = I - 2 . 3 . . . ^^ « wL (4) 

Mit Riicksiclat kierauf wird ll{x) auch als die allgemeine analytiscke 
Faknltat bezeichnet. 

Bedeutet a eine positive Konstante, und wird in (i) ate fur ^ 
gesetzt, so erhalt man 

Jdutf exp (— au) = n[x) : (5) 


Differentiiert man ferner (i) ^^-mal nacb x, so wird 

d^n{x) ! dx"^ I dtt^ exp (— t) (log f)^. 

Jo 


( 6 ) 


Um bieraus die logaritbmiscbe Ableitnng von II (x) zu erhalten, 
denken wir uns die leicbt zu beweisende Gleichung 



(t>o) 


naeb t zwiscben den Grenzen i und t integriert, woraus zunacbst 

pea 

log t y (exp (— s) — exp (- St)) 


folgt. Setzt man diesen Ausdruck von log t in (6) fur den Fall n = i 
ein, so wird 

dll[x ) : dx = exp (— t) (exp (— s) — exp (— st)) 

^ ^ ~J T f (- 

woraus mit Rueksiebt an£ (i) und (5) fiir die logaritbmiscbe Ableitung 
W{x) die Darstellung 

P 00 

Jo T S) — (I + s)-=‘-^) (7) 

folgt. Ziebt man biervon die fur a; = o entstebende Gleicbung ab^ 
so ergibt sicb 

Wix) - W{o) =jr^ (( I + s)- 1 _ (I + s )-“- % (8) 


woraus mit der Substitution i + s = i : die Gleicbung 

W{x)-W{o)=Jdu"^ ( 9 ) 

fieBt. Entwickelt man bierin den Nenner nacb steigenden Potenzen 

Bruns, WaliraclieinHcblceitsreclmuug. 3 
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von Uf so laBt sicli die Integration gliederweise nnmittelbar ausfuliren^ 
nnd man erhalt 

3 r(*)-y(o)_£(i-j^), a-., 2....), (10) 

■woraus durcli Differentation fttr die Ableitung W'{x) die Reilie 

+ (ii) 

k 

folgt. Andererseits liefert die Integration von (10) nach x zwisehen 
den Grenzen o und x die Bezielmng 

log n(x) - xW{Q) = s (f — ; 

Oder fur x 1 

Eliminiert man W{o) aus (12) und (13), so wird 
log 71 {a:) == S (x log 


(12) 

(13) 




Oder, wenn man von den Logarithmen zu den ZaUen ubergeht, 

Diese Darstellung von II{x) durcb ein unendlicbes und unbedingt kon- 
vergentes Produkt bat den Vorzug, daB sie fiir alle reeUen und kom- 
plexen x gultig ist; sie lebrt, daB n{x) fiir endlicbe x niemals ver- 
scbwindet, und fiir negative ganzzahlige x unendlicb wird. Urn die 
Art des IJnendlicbwerdens zu erkennen, bilde man 

I : {mx)m- X)) 

und beacbte die bekannte Darstellung des Sinus, namlicb 
Sinara; = - ^)(i - f)(i - D •• •• 


Man erbalt dann 
Oder 


■ utx 7 tx 


n{x)II{—x) 

n{x — x) ^ 7 t : smutx 

und durcb logaritbmiscbe Differentation von (15) 

F(a;) - W{- x) = -- 3 C cot ax. 


(15) 

(16) 

(17) 


Ans der Gleictung (15) ist zu entnehmen, dafi, wenn x gegen die 
negative gauze Zahl — n gelit, das Produkt n{x) amax den Wert 
— » : n{n — i) auninunt, Tvodurcli die Art des IJnendlicliwerdens von 
JI{x) vollsl^dig bestimint ist. 
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Wegen (3) ist es imgrunde genommen ausreichend, daB die 
Werte von 11 {x) in dem Interval! von x = o bis x ^ i bekannt sind. 
Dementsprechend bat Gaufi (Gresammelte Werke^ Band III, Seite 16 1) 
eine Tafel fiir den gemeinen Logarithmus von n{x) und far die 
logaritbmiscbe Ableitung W{x) gegeben, die mit dem Intervall 0.0 1 
fortscbreitet. Fiir groBere Werte von x wird indessen die Anwendug 
jener Tafel in Verbindung mit (3) nnbequem, und man bat dann 
andere Darstellungen zu benutzen. 

§ 28. Setzt man in (16) und in (15) 2; = I, so wird 

i 7 (-A)=l/®, JI(l) = i]/;r. (18) 

Setzt man femer in der Einfiibrungsgleicbung (i) fiir x den Wert 
— Y und fiibrt statt t die Veranderlicbe ein, so wird 

i 7 {~ y) == ^ ij du exp (— (19) 

Setzt man fest, daB die Nummer Ic von i bis 00 laufen soil und 
trennt man in der aus (ii) folgenden Grleicbung 

W\2x)^^{zx + 'ky^ 

k 


die geraden Grlieder von den ungeraden, so erbalt man 

W'{2X) ^^{2X + 2h^ + 2 ( 22 ? + 21)-^, 

k k 

4 ( 2 2?) « S (2? ~ I + iy 2 + S (^ + fc) - 2 

k k 

- W\x - I) + W\x). 

Integriert man diese Grleicbung zweimal imbestimmt naeb x und be- 
zeicbnet mit a und & die Integrationskonstanten, so wird 

log il(22?) = log J 7 {a; — |) + logiT(2?) + + 6. 

Setzt man zunacbst 2? = o, so entstebt 

logJT(-|), 

setzt man femer a: == i, so erlalt man wegen (i8) a = log 4, woraus 
wenn man zu den Zablen iibergebt, die Beziebxmg 

JT{2 X) n{- I) = 4*n(a; - f) n{x) (20) 

flieBt. 

Ersetzt man in (9) u dnrcli exp {— v), so wird 
W{x) — ^^(o) = f dvW, W=[i — exp {— a?®)] : [exp ® — i]. 


Differentiiert man daxanf nack x, so entsteht 


W'(x)=^ jdvrexpi- 


xv), V=v: (exp v — i). 


3 
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Setzt man endlicli 

r==i-iv+u, tr=iL.EPJL±i_i, (ai) 

so wird 

^'(x) ==fdv exp (— xv) — jfdvv exp (— xv) +Jdv U exp {— xv). 

Die beiden ersten Integrals recbterliand lassen sicb nach (5) unmittel- 
bar auswerten, so daB 

‘^\x) — jX-' ^ + fdv U exp (~ xv) 

wird. Integriert man minmebr zweimal unbestimmt nacb x und be- 
zeicbnet mit A und JB die Integrationskonstanten, so erbalt man 

logII{x) xlogx — X + ^logx + Ax + B + J, (22.a) 

CO 

J = Idvv^^U exig {— xv) . (22.b) 

Jo 

Hierin ist einerseits der Wert von A und B zu ermitteln, andererseits 
das Verbalten von J festzustellen. 

§ 29. Der in (21) angesetzte Ausdruck U bleibt ungeandert, 
wenn man v durch — v ersetzt, d. h, U ist eine gerade Funktion 
von V. Entwickelt man ferner U nacb steigenden Potenzen von v, 
so faUt das konstante Anfangsglied beraus und man kann demgemaB 
die Eeihe . 4 s 

+ (23) 

ansetzen, wo die Faktoren B die Reibe der sogenannten BernouUiBcheii 
Zablen bilden, deren niedrigste Grbeder sicb unscbwer durcb direkte 
Entwicklung ergeben; man erbalt so z. B. 

= I : 6 , jBj = I : 30 , 5's = i : 42 , = i : 30, ww. 

Eine andere Darstellnng Ton U entsteht, wenn man die Grleidinng 

sin«* = (i - (i - I*) (r - . 

logaritbmiscb dijSferentiiert und die auffcretende Kotangente durcb die 
Exponentialfanktion ausdriickt. Es wird dann 

**51^1^7 = -^+ (^= 1,2,3,...)- 
Ersetzt man bierin zi^x durcb v, so wird mit Riicksicbt auf (21) 
U^ 2 v^^{v^ + 4 ^^kY^. 

Daraus flieBt, wenn man wieder nacb v entwickelt und die Potenz- 


einfubrt. 


1-2 + 2-3 +3-2 + .. 
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und durch VergleichuDg mit (23) 

(2jr)®*£j = 2(22)16;,^. (24) 

Die far TJ angesetzte Partialbruehreilie bringt J in die Gestalt 

J == 2^ J'dv exp (— xv){v^ + , 

woraus mit der Substitution = 2 ^tTtw und der Abkiirzung 
7 cZ = {”“ 27 chxw) — — log(i — exp {— iTtxiv) 


fiir J die Darstellung 

J = JdicZ(i + 

folgt. Setzt man jetzt fur (i + die Reihenentwicklung 

(i + = I — + qi ^ (25j 

so liefert die Potenz zu J den Beitrag 

J* dww^^Z = 2 (““ ^TcJcxw), 

der mit Rucksicbt auf (5) und (24) in 
2(2w^)!(2^^;)-^^"^/S2^^.2^^;-2^-^ == : ((2m + i)(2m + 2)x^^'^^) 

ubergebt. Daraus folgt fiir J die Darstellung 


T -^1 I . 

1.2-a; 3.4.^;*' 5*6 - a?® 


± — — sT-i + JElest. (26) 

{ 2 n ^ ' 


Das Restglied besitzt den Ausdruck 

T fdww^^Z{i + 


Setzt man hieriu fur die negative Potenz von i + einfacb Eins^ 
so erhalt man statt des Restes einen zu groBen numerischen Betrag, 
da Z niemals negativ ist. Andererseits besitzt der vereinfachte Aus- 
druck dieselbe Gestalt, wie die vorber untersucbten Glieder. Man bat 
also, wenn @ einen positiven ecbten Brucb bedeutet, 

Rest == T ® : [(2W + i){2n + 2 )x^^’^^]. (27) 

Es sind nunmebr nocb die oben eingefubrten Tntegrationskon- 
stanten J., B zu ermitteln. Nacb (22.a) ist 

log n{x) ^ xlogx — X + jlogx + Ax + B + J{x ) , (28) 

wo bei J das Argument x der Deutlicbkeit balber binzugescbrieben 
ist. Setzt man bierin x — i fur 5? und ziebt die neue Gleicbung von 
der alten ab, so entstebt nacb der notigen Reduktion unter Beruek- 
sicbtigung von (3) 

A = {x — •|)Ilog(a: — i) — log a:] + i + J'(a: — i) — J{ob) . 
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Yierte Yorlesung. § 29. 30. Die Transzendente n{x). 


Auf der recliteii Seite gett bei imbegrenzt wachsendem x der Be- 
standteil __ _ \ogx\ + i 

gegen Null^ und dasselbe gilt you den beiden J'-GroBen, wenn man 
die Yorbin far J{x) erhaltene Reibenentwicklung beacbtet. Daraus 
ist zu entnebmen, daB JL = o ist. Setzt man femer in der ans (20) 
folgenden Gleicbung 

lo^n{2x) + |log5i; = iT log4 + logi 7 (a; — |) + lo^n{x) 

fur log il(2rc), logi 7 (a;-“|) und logi 7 (ir) die aus (28) folgenden 
Ausdrucke ein, so ergibt sicb nach der notigen Reduktion 

B ~ ilog(2:i;) = x\iogx — \og{x — I)] — i + J(2x) — J{x — ^) — J{x). 


LaBt man bierin x wieder uber alle Grenzen wacbsen, so ergibt sicb 
abnbcb wie Yorber, daB die recbte Seite null ist, woraus fur JB der 
Wert ■|■log(2 3r) folgi Daraus flieBt scblieBlicb fur logi 7 (ir) die Dar- 


stellui^ 


log 77 (it?) = X logo? x + jlog{2ytx) + J{x), 


in der fur J{x) der aus (26) und (27) folgende Ausdruck gesetzt zu 
denken ist. Die Yorstebende Gleicbung entbalt die sogenannte 
StirlingsGhe Pormel. 

Um das Yerbalten der Reibe (26) bei festem x und wacbsendem n 
zu iiberseben, bat man zunacbst zu beacbten, daB sicb die in (24) 
auftretenden /S-GroBen fiir grofiere Werte ibres Index nicbt weit Yon 
Bins entfemen, Daraus folgt nacb (24) die genaberte Gleicbung 

Sj+I : = (22 + i){2q + 2 ) : (251)*. 


Die J 5 -Zablen wacbsen also scbbeBlicb sebr rascb an und zwar derart, 
daB die Reibe (26), ins Unendlicbe fortgesetzt, sicber divergiert, wie 
groB man aucb x gewablt baben moge. Andererseits nebmen fiir ein 
nicbt zu kleines x die Reibengbeder anfangs ab, und da der Rest, 
wenn man bei einem bestimmten Gliede steben bleibt, kleiner ausfallt 
als das Glied, das zunacbst folgen wiirde, so ist die Reibe fiir groBere x 
sebr wobl zur Berecbnung Yon J{x) braucbbar. Man bat es also im 
Yorliegenden Palle mit einer sogenannten seraikonvergenten Entwick- 
lung zu tun. 

§ 30. Die Funktion 77 wird aucb als JEulersohes Integral zweiter 
Art bezeicbnet, im Gegensatze zu den Integralen erster Art, die die 
Gestalt ni 


besitzen. Die Integrale erster Art lassen sicb durcb die 77-Funktionen 
ausdriicken. Zu dem Ende setzen wir in (i) fiir t xmd erbalten 

n{x) = 2 exp (— 
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und ebenso 

m- 

woraus 

n{x)n{y) = exp (— 

folgfc. Denkt man sicb nun u und v als rechtwinklige Koordinaten 
eines Punktes in der Ebene und fuhrt die Polarkoordinaten r, s durcb 
die Grleicbungen 

u^raoss, «? = rsina 

ein^ so wird 

n{x)n(j^) =» dr cos exp (— 

wo die Integration nacb r von o bis 00 und nacb s von o bis 
geht. Die Integration nacb r laBt sicb sofort ausfubreii; wenn t fur 
gesetzt wird, und man erbalt so zunacbst 

n{x)II(i/) = 2ll{x + ^ + ^)f^s cos sin5^y+^ 

Setzt man weiter cos 5^ == t, so wird 

n{x) niy) = n{x + y+i) - ty> , ( 30 ) 

womit die gesucbte Darstellung ftir die Integrale erster Art geleistet ist. 


pco 

2 / dv ^ exp (— , 

Jo 


Fftnfte Vorlesung. 


Die Fnnktionen und sgCcc). 


§ 31. AuBer der Transzendente 11 {x) kommt far die zu be- 
handelnden Aufgaben nocb eine andere mit 0 {x) bezeicinete Funktion 
in Betracbt, welcbe durcb die Gleichung 


]/»$(*) = 



(0 


definiert ist. Setzt man fiir die ExponentialgroBe ibre Reibenent- 
wicklung ein und integriert, so wird 


y« 0 {x) = 2 


x” , x^ 
1T3 iTs 



(2) 


^(a?) ist biemacb durcb eine ungerade und bestandig konvergente 
Reibe dargestellt. Wird x unendlicb, so erbalt man durcb Vergleicbung 
von (i) mit der Pormel (19) in § 28 

$(00) = I und #(— 00) = — I. 

Da femer die Ableitung von ^{x) durcb den stets positiven Ausdruck 

2 exp (— x^ : y^c 
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Fiinffce Vorlesnng. § 31—33. 


gegeben ist, so gebt 0 (x) bestandig wachsend von — i nacb + i, 
wenn x von — 00 nacb + 00 wandert. 

Da die direkte Berecbnnng eines einzelnen Wertes von ^{x) 
immerbin etwas umstandlicb ausfallt, so bat man die Funktion tabu- 
liert^ nnd es ist jetzt Gebraucb, den Werken iiber Wabrscbeinlicbkeits- 
recbnnng eine solcbe Tafel als notwendiges Zubebbr anzubangen. 
Einige Notizen dartiber findet man in dem Anbange am Scblusse 
dieses Werkes zusammengestellt. Ferner ist zn bemerken, daB die 
im Anbange abgedrnckte vierstellige Tafel zu 0 {x) wesentlicb fur die 
Aufgaben der Kollektivmafilebre bestimmt ist: man kommt bei diesen 
Aufgaben nur ganz ausnabmsweise in die Lage, in dem Werte von ® 
mebr als vier Stellen berucksicbtigen zu mbssen. Infolgedessen batte 
es keinen Sinn gebabt, in einer fur den gewobnlicben Gebraucb be- 
stimmten Tafel noeb die funfte oder gar secbste Dezimale binzuzu- 
fugen, die bei der Benutzung nur als ein recbt bemmender Ballast 
wirken wiirden. 

§ 32. Die Annaberung von 0 {x) an die obere Grenze + i erfolgt 
sebr rascb, wie sicb scbon aus der Betracbtung einer mit groBerer 
Stellenzabl gerecbneten Tafel erkennen laBt. Da diese rascbe An- 
naberung eine wicbtige RoUe spielt^ so untersucben wir nocb besonders 
das Verbalten von ^ fiir groBe Werte von x. Zu dem Ende fiibren 
wir ein 

F{n) ^ exp exp (— 

woraus zunacbst 

y 7 C 0 {x) = — 2 exp (— x^)F{o) (3) 

folgt. Femer erbalt man aus 

d:[exp (— — — {zn + i) exp 

durcb Integration zwiscben den Grenzen x und 00 

^ 2 F{n) + {zn + i)F{n + i), 
woraus fur w -= o, 2, . , , die Gleicbungen 
F{o)^^ar^^\F{i), 

F{i)-^x-^-\F{2), 


flieBen. 


F{o) 


Hiermit wird 

I I 


zx 




^•3 , i-3’5 ••• — 1 ) 

2#^5 '**=n 


T Rest , 
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Setzt man nun in 

jF(«. + i) = exp (a:®) fdt exp (— f)ir ® 

Jx 

fur die ExponentialgroBe iinter dem Integrakeiclien den grofiten Wert, 
den sie bei der Integration annimmt, namlicb exp (—5?^), so erhalt 
man fur ©inen zu groBen Wert. Man bat also, wenn man in 

dieser Weise verf'abrt und mit ® einen gewissen positiven eebten 
Brucb bezeicbnet, 

F{n + i) = (lYh + i), 


womit die Reihe fiir i^(o) die Grestalt 




. _ 4 . 

‘ {2X^j 


^•3 , i' 3*5 

■It'.s * ' * □! 


... (2>i I) 


(I-®)) (4) 


annimmt. Bildet man den Quotienten zweier aufeinander folgender 
Glieder, so erkennt man, da6 die Reihe fiir hinlangliehe groBe x semi- 
konvergent ist, und daB der vernachlassigte Rest numeriseh kleiner 
ist, als das letzte mitgenommene Glied. 

Beschrankt man sich fur groBe x auf das erste Glied der Reihe, 

so wird . 

y%{i — 0(a;)) = exp (— 


woraus man unmittelbar die rasche Abnahme yon i — 0 fur groBe x 
erkennt. Noch deutlicher wird dies aus folgendem Tafelchen: 

1.0 I — 0 {x) = 0.157 

2.0 0.00468 


3.0 

0.000 02 2 I 

3.5" 

0.000 000 743 

4.0 

0.000 0000154, 


§ 33. Um noeh eine andere, weiterhin gebrauchte Darstellung 
Ton 0 zu erlangen, setzen wir an 


K 



und entwickeln den Kosinus nach Potenzen von x. Der Koeffizient 
yon x^^ wird 

Jduexpi-u^u^’’, 

Oder, wenn man unter Verdoppelung des Ausdruckes nur Ton o bis oo 
integriert und # ftir einfubrt, 

wofar nach (20) in § 28 
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Fllnfte Yorlesung. § 33. 


geschrieben werden kann. Fugt man jetzt den Faktor binzn und 
snmmiert naci. so wird 

X = l/sr exp {— x ^ , 

Oder, wenn man die Ableitung Yon mit bezeicbnet, 

00 

2 idu exp (■— cos (ixv) =* sft 0 {x \ . (5) 

Integriert man mm beide Seiten nach x zwischen den Grenzen o und x^ 
so erbalt man 

f — exp (— u^) sin (2 xu) ^ 7 C${x). (6) 

Setzt man bierin mit der positiyen Konstante a fiir x den Quotienten 
y : a und fur u das Produkt av, so entsteht 

J* ^ exp i— sin {2yv) = ad? • 

LaBt man jetzt a gegen Nxdl gehen, so wird auf der recbten Seite 
das Argument der ^-Funktion, je nacb. dem Vorzeicben von y, 
positiy Oder negatiy unendbcb, und man erbalt 

— sin {2yv) =« ± 3t fiir y 

Wiirde man in dem yorstebenden Integral y yon yomberein 
gleicb Null setzen, so erbielte man offenbar statt des Wertes ± ^ 
den Wert Null. Um die drei biernacb mogbcben Falle kurz zusammen- 
zufassen.; fubren wir das Zeicben sg(2/) (gesprocben signum yon y) 
ein, das den Wert + i oder o oder — i besitzen soil, je nacbdem y 
positiy Oder null oder negatiy ist. Man bat dann 

/ GO 

(7) 

Zur Erleicbterung des spateren Gebraucbes scbreiben wir nocb (6) 
und (7) unter Heranziebung der imaginaren Einbeit i in der Gestalt 

xQ[x) =J_ ^ exp (2 ixv - V®) , (8) 

dv 

n sg {») = jf_ exp {2 ixv ) . (9) 

Diese TJinformuiig ist erlaubt, denn die tmter dem Integral2ieiclieD. 
himzugefugten imaginaren Bestandteile sind nngerade, fallen also Ton 
selber beraus, sobald man zunacbst zwiscben den Glrenzen ± G inte- 
griert nnd dann G imendlicb werden laBt. 

AnBer der Funktion ® werden aucb ibre Ableitungen gebraucbt, 
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die wir der Reilie nacli mit bezeichnen. Differentiiert 

man (8) jj-mal nach x, so entsteht 

dv 

^ (2 ivy exp (2 ixv — , (lo) 

ISTeben dieser Integraldarstellung ist noch. eine andere Yorhanden, zu 
der uns die aus (i) folgende Gleichiing 

ys7:0(a;)^ = 2 exp (~ 

fiilirt. Es ist zunachst 

]/7t0(x + v)^ = 2 exp (— (cc + Vj^ 

= 2 exp — 2 a:v — 

== yji:0(x}^ exp (— 2 ccv — . 

Entwickelt man den letzten Exponentialausdmck nach. v in die Reihe 

6Tp(—2XV — V^ = 'E^ft(x)^(2v}^, (q = 0, I, 2,...}, (ll) 

SO erkalt man 

0(a; + = 0(a;}^S^H(^v)^(2vy, 

also, wenn man links und rechts jp-mal nacli v differentiiert und dann 
«-osetzt, 2fp!di(x)^0(x)i. ( 12 ) 

Das Bildungsgesetz der 91 ergibt sicb ohne Schwierigkeit, wenn man 
in (ii) die beiden Ausdriicke 

exp (— 2 a:v) und exp (— 

fur sicb nacb v entwickelt und die beiden Reiben ausmultipliziert. 
Man erbalt dann fiir die geraden 9i 

2«3l(a;)o = -^ = I, 

(.3) 

2^fft(x)A = -I — 

o!4! i! 3! ^ 2!o! > 


tmd fiir die imgeraden 91 




WO das Gesetz des Fortscbreitens unmittelbar ersicbtlicb isi 
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Funfte Yorlesmig. § 34. 35. 


§ 34. Die sind gerade oder nngerade Funktionen, deren Ord- 
rning mit der Nummer des betreffenden ubereinstimint. Beachtet 
man nun den Yerlauf von so erkennt man aus (12), daB die 

fiir groBe Werte von x in almlicber Weise gegen Null gelien^ 
wie wenn aucb die Abnahme mit wachsendem Index immer lang- 
samer erfolgt. Werden ferner die als Ordinaten zu der Abszisse x 
tiber derselben Abszissenacbse abgetragen^ so entspricht jedem Maxi- 
mum oder Minimum einer 0^-Kurve bei dem nacbstfolgenden 0 ein 
Schnitt mit der Abszissenaxe. Benutzt man den Satz, daB bei einer 
stetigen Kurve zwiscken zwei Schnitten mit der Abszissenaclise stets 
wenigstens ein Maximum oder Minimum liegt, so gelangt man beim 
Durcbmustern der einzelnen Kurven zu dem Ergebnis, daB im 
Bndlichen p Maxima und Minima besitzt und die Abszissenacbse in 
p — I verscbiedenen Punkten scbneidet. Daraus folgt dann weiter, 
daB gerade p reeUe und ungleicbe Wurzeln besitzt, und daB die 
von den Wurzeln eingenommene Strecke mit zunebmendem Index 
der 9ft wacbst. 

Bezeicbnet man die Ableitung eines 9 ft mit 9 ft' und bildet von 
(ii) die Ableitung nacb x, so wird 

exp {— zxv — v^) ^ — ^ 

ff « 

woraus durcb Vergleichung mit (ii) sofort 

= (15) 

folgt. Ferner befert die Ableitung von (12) 

Driickt man bierin die ^ und 9 t' nacb (12) und (15) aus, so gelangt 
man zu der Rekursionsformel 


O = (2iJ + 2)fRp+i + 2 xmp + (16) 

aus der dann nocb 

o = ®,+2 + 2a;®p+i + 2p<^^ (17) 


folgt. Man kaDU (17) tenutzen, tim die hoheren $ aus den niedri- 
geren zu bereclmen, iadessen nirumt dabei fiir groBere x oder p die 
Genauigkeit der Rechnung rascb ab, -well dann die Febler der niedrigeren 
® yergroBert in die hoheren eingeben. 

Scbreibt man die Gleichung (9) ia der G-estalt 


^sg(p — x )= exp {2iyv — 2 ixv) 

~S ^ { 2 iyv — • exp (— zixv + «*), 
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SO laBt sich fur den zweiten Exponentialfaktor nach (ii) die Eeilien- 
ontwickelung 

exp (— 2 ixv + v^) = (i8) 

ansetzen, womit 

a: sg (y — «) = S 3 fl {x)gj% (2 i [2 iijv — ( 1 9) 

wird. Hieraus fiieBt aber unter Beriicksiclitigung von (lo) sofort die 
Reihenentwickelung 

a: sg (?/ - a;) = S = o, i, 2, . . .), (20) 

WO unter immer die Funktion 0 selber zu versteken ist. 

§ 35. Die Torstebend gefundene Reihe fiir sg (7/ — x) wird uns 
weiterbin die Grundlage fur die allgemeine Bebandlung der Kollektiv- 
maBlebre, sowie fur gewisse mit den sogenannten groBen Zablen zu- 
sammenbangende Aufgaben der W.-R. liefern. Zu dem Ende ist nocb 
die Konvergenzfrage zu erortem, denn wenn aucb die Entwickelung 
(18) fur endlicbe v sicber konvergiert, so ist das docb nicbt obne 
weiteres ausreicbend; weil bei der Integration in (19) aucb unendlicb 
groBe Werte von v in Betracbt kommen. Da es mir nicbt gelungen 
ist, die Frage nacb der Konvergenz oder Divergeuz der Reibe (20) 
in biindiger Weise zu entscbeiden, so will iob einen Weg einscblagen, 
der die Benutzung von (20) zu interpolatoriscben Darstellungen selbst 
dann recbtfertigt, wenn die Reibe im allgemeinen divergieren soUte. 

Bildet man mit den konstanten Koeffizienten ... den 

<^.usdruck 

Q = &o9?(2;)o + + h 

und ordnet nacb Potenzen von x, so entstebt das Polynom n-t&n. 
Grades 

P = Uo + H f- 

worin die Koeffizienten (Zq, bomogene lineare Verbindungen 

der 6 sind. Umgekebrt laBt sich ein beliebiges Polynom P auf die 
Gestalt Q bringen, denn die aus (ii) folgende Gleicbung 

exp {— 2 xv) ^ exp 

q « 

lebrt, wenn links und recbts nacb v entwickelt wird, daB die Potenz 
X” linear bomogen durcb die Polynome • • • aus- 

gedrtickt werden kann. Aei dem tJbergange von P auf Q erscbeinen 
dann die Koeffizienten 0 als lineare bomogene Verbindungen der 
Koeffizienten a. 

Soil der Ausdruck Q fur beliebige Werte von x verscbwinden, 
so mussen die h samtlicb Null sein. Denn das Verscbwinden von Q* 
ziebt die Gleicbung P = o nacb sicb; P kann jedoeb ffir beliebige x 
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Fiinfte YorlesuDg. § 35. 36. 


nur verschwinden, wenn die Koeffizienten a samtlich null sind, woraus 
sofort das Verscliwinden aller 6 folgt. 

Nacli dieser Vorbereitung bilden wir mit dem positiven echteu 
Brucb t die GroBen 

= 1 0 ^ — xt):w, Z ^ 

wo die WurzelgroBe w bestandig positiv genommen werden soil. Da 
^{0) eine transzendente ganze Funktion von 0 ist, so kann^ wenn man 
0 als eine Funktion der drei Veranderlicben y, xt, ansiebt, ^{0) in 
eine Eeihe von der Form 

Z ^ ^{0) = SSS p)y'^{xtf{ty (21) 

m n p 

entwickelt werden, wo die Koeffizienten [m, n, p) reine ZablengroBen 
sind, und die Summationen nach m, n, p von Null bis Unendlicb 
laufen. Die Reihe ist sicker konvergent, so lange y und xt endlick 
sind, und so lange femer der absolute Betrag von t unterhalb i bleibt, 
Ordnet man (21) nack t und setzt 

Z=Z{o) + Z{i)t + Z{ 2 )t^ + . . ., (22) 

so sind die Z{n) Potenzreiken von x und y. Da in den einzelnen 
Gliedern von (21) der Exponent von x niemals koker werden kann, 
als der von t, so ist Z{n) in x kockstens vom w-ten Grade, und man 
darf nack der vorkin gemackten Bemerkung ansetzen 

Z{n) = Z(n, o)^{x)^ + Z{ny + Z{n, 2 )^ft{x)^__^ + • • • 

Oder kiirzer 

Z{n)^'EZ{n,p)W„_^. (23) 

Hierin darf die Summation nack p von Null an bis ins Unendlicke 
fortgesetzt werden, wenn man vorsckreibt, daB die Zeicken ^{x)^ 
und Z{nyp) die Null bedeuten sollen, wenn q negativ und p groBer 
als n wird. 

Gekt man mit (23) in (22) ein, so wird 

= O; I, • • •)> (24) 


WO die Koeffizienten Z{n,p) nur nock von y abkangen. 

Bildet man von Z ^ ^{0) die partiellen Ableitungen nack x und 
y, so ist 


w 


dy 




woraus die Beziekung 
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folgt, Setzt man hierin die Reihe (24) ein und bezeichnet die q-te 
Ableitung von Z{n\p) nacb y mit Z{n,p)^^, so wird unter Beriick- 
sicbtigung von (15) 

Spaltet man nach den Potenzen von t, so entstehen die Bedingungen 
o = j:,[Z{n,p\ -Z{n+ T;P)'\^{x)„_^, 

P 

in denen die Summation in Wirklichkeit nur von p ^ o his p = n 
auszudebnen ist. Diese Bedingungen konnen nach dem oben aus- 
gesprochenen Satze fur beliebige x nicht anders bestehen, als wenn 
die in [ ] eingeschlossenen GroBen samtlich verschwinden, d. h. es ist 

Z{n + i,i>) == Z{n,p\, 

Setzt man hiernach die Gleichungenreihe 

Z{n,p)^Z{n-i,p\, Z{n-i,p) = Z{n-2,p\,--- Z{i,p) = Z{p,p\ 

an, so entsteht durch Elimination der ZwischengroBen die Beziehung 

Z{n,p)^ Z{Q,p)^. (25) 

Da nun die GroBen Z{o, 1), Z{o, 2), . . . identisch verschwinden, so 
gilt das Gleiche von Z{n, i), Z{n, 2), . . d. h. es sind nur die GroBen 
Z{n, o) zu beriicksichtigen. Da ferner fiir der Ausdruck 0 in y 

iibergeht, und dann unter Beriicksichtigung von (22) und (23) 

Z^ 0 {ll)^Z{o)^Z{o, o) 

wird, so ergibt sich 

Z{n, o) = Z(o, o)„ = 

womit sich (24) in 

z=o{ 0 ) = ^m{x),m. ( 26 ) 

verwandelt Schreibt man 0 in der Gestalt 

y — xt y — aj, xw 

^ w w ‘i4-t 

und laBt bei festgehaltenen x und y die GroBe w gegen JTull gehen^ 
so geht 0, je nachdem y — x positiv oder negativ ist, gegen + 00 
Oder — 00, also ^{0) gegen + i dder — i, d. h. mit anderen Worten 
gegen sg{y^x). Die Reihe (26) fuhrt also, wenn oder 

gesetzt wird, auf die Gleichung (20). Da es jedoch einstweilen frag- 
lich ist, ob die Reihe (26), die ja fiir i sicher konvergiert, diese 
Eigenschaffc auch noch fur beibehalt, so soU die gefandene 

Entwickelung in etwas anderer Weise nutzbar gemacht werden. 

§ 36. Di dem Ausdrucke Z ^ <^{0) hangt 0 mit den GroBen x^ 

y, t, w durch die Gleichimgen 

W0 ^ y — xt} t^ + ^ i 
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Funffce Vorlesung. § 36, 


zusammen. Pemer konvergiert Z gegen sg(2/ — «), wenn w gegen 
Null gekt. Demnacli la6t sick fur kleine aber tou Null ver- 
sckiedeue Werte- der GrroBe w als eiue genakerte Darstellung des 
Ausdruckes sg (j/ — a?) anseken, wobei der Pekler JF' dieser Nakeruug 


besitzt. Dies vorausgesciiickt kann man fragen, ob sicb der Febler 
bei passender Wabl yon w durcbweg unter einer yorgescbriebenen 
Grenze balten laJBt. Es wird sich zeigen, daB dies in der Tat moglicb 
ist, sobald man dem Werte yon y — x eine gewisse Einschrankung 
auferlegt. 

Statt X und y sollen zunacbst die Grofien X nnd Y durcb die 

ai<id.mg» 2*_X-r, 2y~X+T 

Oder 

y + y — x^Y 


eingefubrt werden, so daB 
Oder 


=== (^ + ^) T ' , (i — ^)X 

W 2.W ‘ 2W 


(i + 

^ + 


2(1 +i) 


(28) 

(29) 


wird. Da ferner bei den spateren Anwendungen nnr endlicbe Werte 
yon X nnd y in Betracht kommen, so scbreiben wir yor^ daB X 
nnd Y ibrem numerischen Betrage nach stets nnter einer bestimmten 
endlicben positiven Zahl 0 bleiben. Weiter sollen A nnd B zwei 
fest yorgescbriebene positiye nnd beliebig kleine angebbare Zahlen 
bedeuten. AuBerdem werde zn A ans der Gleicbnng 

I — -A 0(a) (30) 

die Zahl a ermittelt, wobei die frhher gefnndenen Gleichnngen (3) 
nnd (4) benntzt werden konnen; die Zahl a besitzt dann einen be- 
stimmten angebbaren wenn anch groBen Wert. Endlich scbreiben 
wir noch yor, daB Y yorlanfig anBerbalb des Intervalls mit den 
Grenzen ± B bleiben soUe . 

Bescbrankt man Y zunacbst auf positiye Werte nnd laBt in (29) 
bei festgebaltenem w die GroBen X, Y innerbalb der znlassigen 
Grenzen^ d. b. X yon ~ C bis 0 nnd Y yon B bis C yariieren^ so 
tritt der algebraiscb kleinste Wert yon is fur die kleinsten Werte yon 
X und X, also fur X = — G nnd Y ^ B ein nnd nimmt die Gestalt 


_ wC 

2 W 2(1 +^) 


(31) 


an. LaBt man kierin w von Null an waeksen, so sinkt s’ von dem 
Anikogswerte + oo kerab und wird, wenn w bis + i gekt, scklieB- 
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lich sicher negativ, da ja far tv = i and ^ o der Ausdruck 0' die 
Gestalt {B — G):2 annimmt. Man kann also einen Wert tv = G an- 
geben, far den 0=a wird. LaBt man demgemaB tv nunmebr nicht 
iiber G binaasgeben, so sinkt der in (29) angesetzte Ansdrack 0 fur 
die in Betracbt kommenden Werte von X and Y sicber nicbt unter 
a, entsprecbend bleibt ^{0) wegen (30) zwiscben den Grenzen i and 
I— A. Da nan im vorliegenden Falle sg{y — x) oder sg (Y) den 
Wert + I besitzt, so erscbeint nacb (27) der Febler F in der 
Gestalt 

F^-li - 0(0)] 

and bleibt demzufolge zwiscben den Grenzen o und — A. 

Wiederbolt man die Yorstebende Betracbtnng mutatis mutandis 
far den Fall eines negativen Y, so gelangt man zu dem Ergebnis^ 
daB F zwiscben den Grenzen o und A bleibt, wenn w wiederam 
nicbt liber G binausgebt. Man kann also durcb Einfubrung eines 
binreicbend kleinen Wertes Yon w bewirken, daB der Febler F zwiscben 
den beliebig eng zu wablenden Grenzen ± A liegt, so lange man fiir 
Y ein gewisses „kritiscbes" Intervall ausscblieBt, dessen Grenzen ±B 
ebenfalls beliebig eng gesteckt werden konnen. 

LaBt man Y in das kritiscbe Intervall riicken, so versagt die 
vorstebende Beweisfuhrung, wie sicb z. B. far den Pall y x oder 
F *= o obne weiteres iiberseben laBi Der Febler F kann dann die 
Grenzen ± A uberscbreiten, bleibt jedocb nacb (27) stets zwiscben 
den Grenzen ±2, da weder sg (2/ — x) nocb ^{0) dem numeriscben 
Betrage nacb dber die Einbeit binaasgeben. 

Das vorstebende Ergebnis soil nan nocb etwas abgeandert werden. 
Mit der endUcben GroBe c and der angebbar von Nall verscbiedenen 
positiven GroBe h bilden vrir die Aasdriicke 

u^h{x — c)f = -c); 0 {v — ti't):w, (32) 

wo t und w wieder die friibere Bedeatung baben soUen. Dann kann 
man, da sg {v — u) wegen des positiven Vorzeicbens von h mit 
sg (y — it?) zusammenf allt, die genaberte Darstellung 

sg (y — ar) = n ^{v\ (33) 

ansetzen, deren Febler die Gestalt 

F = S - Sg (2/ - a:) (34) 

annimmt. Da die XJmformung (32) darauf binauskommt, daB man 
far die GroBen x, y den Anfangspunkt der Zablung and die zugrunde 
liegende MaBeinbeit abandert, so laBt sicb wiederam zeigen, daB bei 
Einfubrung eines genugend kleinen Wertes von w oder i — # der 
Febler F zwiscben den beliebig eng vorzuscbreibenden Grenzen ± A 

Brttns, WahrsclieinliclilceitsreclxnaBg. 4 
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Sechste Yorlesung. § 37. 38. 


bleibt; solange y — x auBerbalb eines beliebig eng vorzuscbreibenden 
^kritiscben" Intervalls mit den Grenzen ± B Ixegt, wahrend innerbalb 
dieses Intervalls F zwischen den Grenzen ± 2 enthalten ist. 

Der vorstehende Satz wird sicb als ausreicbend erweisen, nm die 
spater anfznstellende Fnndamentalformel der KoIlektivmaBlelire zn 
begriinden. 


Sechste Vorlesnng. 

Teilungsprohleme. 

§ 37 . Nach der Abschweifang in den beiden letzten Vorlesungen 
tebren wir wieder zu unserem eigentlicben Gegenstande zuriicb nnd 
wenden uns jetzt zu der Bebandlung besonderer Aufgaben. Man 
tann bierbei zwei groBe Gruppen nnterscbeiden, je nacbdem die Ur- 
sacbe der betracbteten Ereignisse bekannt ist oder nicbt. Bei der 
ersten Gruppe, mit der wir uns zunaebst bescbaffcigen wollen, kommt 
der direkte Weg zur Losung darauf binaus, daB man sicb die Gesamt- 
beit der moglicben Palle zurecbtlegt^ dann die gunstigen Palle nebst 
ibren S332B. beraussucbt und daraus die SB. des betracbteten Ereignisses 
ermittelt. Dieser direkte Weg ist jedocb baufig nicbt der einzige; 
unter Umstanden kann es vorteilbaft seiu; zunaebst gewisse Bedingungen 
aufzusucben, denen die gesuebte SB. zu genugen bat, und daraus die 
Losung abzuleiten. Zur Erlauterung dieser Bemerkung sollen nacb- 
stebend zwei Teilungsprobleme bebandelt werden. Als erstes Beispiel 
diene folgende Aufgabe. 

A und B spielen gegen einander; das Spiel bestebt aus einer 
Edge von Partien, von denen keine unentsebieden bleibt; wer zuerst 
eine gewisse Anzabl von Partien gewonnen bat, gewinnt aucb das 
Spiel; die SB., eine Partie zu gewinnen, ist fiir A konstant gleicb 
fur B konstant gleicb also jp + i; zum Gewinne des Spiels 
feblen A und B nocb x und y Partien; gesuebt wird die SB., daB 
A gewinnt. 

Die gesuebte SB. bezeiebnen wir mit W{x,y) und setzen x + y— I 
gleicb n. Denkt man sicb, ausgebend von dem augenblicklicben 
Stande des Spiels, eine beliebige Eolge von Partien gespielt, so erkennt 
man, daB das Spiel unter alien Umstanden mit spatestens n Partien 
beendet sein wird. Denn die starkste Hinaussebiebung des ftir A 
gunstigen Ausgangs tritt ein, wenn B erst y — i Partien binter- 
einander gewinnt, worauf dann A die ibm feblenden x Partien ebenfalls 
bintereinander zu gewinnen bat. Eerner siebt man, daB eine Partien- 
folge, die sicb sebon vor der >^-ten Partie fur A entsebieden bat, 
nicbt naebtraglicb bei der Eortsetzung bis zur ^^-ten Partie nun docb 
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noch yon A verloren werden konnte. DemgemaB diirfen wir uns die 
Gesamtlieit der moglichen Falle in der Weise zurecht legen, daB wir 
alle Folgen yon n Partien ansetzen und daraus die fur A giinstigen 
lieraussuclien. 

Die SB. einer Partienfolge mit a Grewinnen fur A und n — a 
Gewinnen fiir B ist, wenn auf die Ordnung der Gewinne und Ver- 
luste keine Rueksicht genommen wird^ nach den in § i8 gegebenen 
Formeln durch den Ausdruck 

: al{n — a)l 

gegeben, der aus der Entwicklung yon entspringt. Nun 

sind alle Folgen, in denen a nicbt unterbalb x liegt, fiir A giinstig, 
die anderen dagegen ungtinstig. Man erhalt also die gesuchte SB. als 
Summe aller derjenigen Glieder in der Entwicklung yon {p -j- g)", 
in denen der Exponent yon p nicbt unterbalb x liegt. 

Die yorstebende, auf Fermat zuruckgebende, Losung ist offenbar 
auBerst einfacb und laBt obne weiteres die Ausdebnung auf den Fall 
yon r Spielern A^^Ag, ...A^ zu. Ist bei dem Spieler A,^ die SB. 
fur den Gewinn einer Partie gleicb und feblen ibm zum Gewinne 
des Spiels nocb Partien, so gelangt man durcb Wiederbolung der 
obigen tTberlegungeu zu dem Satze, daB die SB. des fiir giinstigen 
Ausganges erbalten wird, wenn man in der Entwicklung yon 

bi + H h PrY, (s = - r + i) 

alle Glieder summiert, in denen der Exponent yon pj^ nicbt unterbalb 
liegt. 

• § 38. Zu dem Falle zweier Spieler zuriickkehrend wollen wir 
jetzt die Losung nacb einem anderen Ansatze aufsucben, dessen 
Grundgedanke auf Pascal zuriickgebt. Wir zerlegen das betracbtete 
Ereignis E, namlicb Gewinn des Spieles durcb A, in die beiden 
Arten E' und JF", je nacbdem die erste der nocb zu spielenden 
Partien yon A gewonnen oder yerloren wird. Nacb dieser ersten 
Partie ist der Stand der nocb feblenden Partien x ^ i zu y in dem 
FaUe E' und x zu y — i in dem FaUe JG". Daraus erbalt man nacb 
der Produktregel, wenn W{Xjy) wieder die yorbin angegebene Be- 
deutung besitzt, 

2 B(£') . W{x - I, y), ^q-W{x,y^ i), (i) 

also, weil nacb der Summenregel SB(FJ) = SB(JB') + SB(JS'") ist, 

W{x,y)=pWix — I, y) + qWix,y — i). (2) 

In der yorstebenden Gleicbung mfissen x und y zunachst mindestens 
gleicb 2 sein, weil die sonst auf der recbten Seite auftretenden Zeieben 

4 * 



52 


Sechste Yorlesung. § 38. 


W{p, y) und o) vorderhand keinen Sinn kaben. Wir wollen 

ntm den Wert dieser Zeichen so festsetzen, daB die Gleicbungen (i) 
■and (2) auch nock fiir a; = i und = i gtiltig bleiben. Fur 1 
ist die SB., daB A das Spiel auf die Art E' gewinnt, gleich der SB. 
fiir den Gewinn der ersten Partie, denn mit dem Gewinn dieser Partie 
bat A aucb bereits das Spiel gewonnen. Also ist ^{E') gleicb p, 
woraus nacb (i) fiir TF(o, y) der Wert i folgt. Ist dagegen 2/ == i, 
so kann A auf die Art E" das Spiel iiberbaupt nicht gewinnen, denn 
der Yerlust der ersten Partie bat sogleich den Verlust des Spiels 
zur Polge. Daraus folgt nacb der zweiten Gleichung in (i) fiir SB(JSJ") 
und o) der Wert XuU. 

Nacb diesen Festsetzungen fiibren wir die beliebig klein zu 
wablenden GroBen u und v ein, multipbzieren (2) mit und sum- 

mieren nacb x und y von Eins bis TJnendlicb, woraus die Gleicbung 

^W{x, y)u^v^ = '^pWix — I, y)u^v^ + V ^ i)u^v^ (3) 

entspringt. Setzt man zur Abkiirzung 

S = 'E'EW{x, y)v!‘vv, {x, y=i, 2, 3, . . .), 

X y 

SO erbalt man in (3) fur die linke Seite unmittelbar den Wert 8. 
Das erste Glied recbts befert 

puS -b ^pW{o^ y)uv^ = puS + 

y ^ ^ 

Aus dem zweiten Gliede recbts entspringt 

q^vS + ^gW{Xj o)u^v = qvS, 

X 

■womit (3) fur 8 deu Ausdruck 

S =puv : [(i — ®)(i —pu — 2®)] (4) 

lieferfc. Entwiekdt maai 8 meder uaeh. u und ®, ■wozu man ja sehr 
versckiedene Wege einseUagen kann, so treten als Koeffizienten die 
gesuckten W{x, y) auf. Damit ist offenbar zugleicb ein Weg gewiesen, 
auf dem man die Fermatachen Summenausdriicke, die oben vorkamen, 
mannigfacb umgestalten kann. Dieser Umstand kann als Beispiel 
fiir die Bemerkung dienen, daB die W.-K., ohne Rucksicht auf ibre 
praktiscben Anwendungen, aucb nocb als eine selbstandige Metbode 
zur Entdeekung matbematiscber Beziebungen Bedeutung bat. 

Bei der Entwicklung Ton 8 will icb micb bier auf einen Weg 
beschranken, der fiir die W{x, y) eine Integraldarstellung liefert. In 
der GHeicbui^ 

pas 

J^ds exp (— as) = 1 : a, (a > o) 


( 5 ) 
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denkea wir uns fiir a erst den einen, dann den anderen Faktor des 
Nenners von 8 eingesetzt und schreiben demgemaB 

8 ds exp [— (i — 'y)s] / dt exp [— (i —pu — 

Jq Jo 

— puv fj ds dt exp s — t) exp {put) exp {vs + 

Der Ansdruck unter dem Integralzeicben laBt sick oline weiteres 
nacb u und v entwickeln, und man erhalt fur das gesuchte y) 
die Gleickung 

{x — i)! W ^p^ff dsdt exp {— s — f)f‘~"'^{s + 

also, wenn man erst nack s integriert und dabei die neue Verander- 
licke r durck s ^ rt einfiikrt, 

woraus durck Integration nack t wegen Formel ( 5 ) in § 27 
p^{x + y — i)\fdr{i + 

entspringt. Hieraus folgt endlick mit der Substitution i + r = ^ ^ 

{x — i)! (y — i)! W{x^ y) {o(^ + y — i)ij'dtt^^^{i — ( 6 ) 

Entwickelt man den Ausdruck unter dem Integralzeicken nack Potenzen 
von t Oder 1 —t, so erkalt man eine nack Potenzen von p oder q 
fortsckreitende Reike, die indessen fiir groBere Werte von x und y 
keinen besonderen Yorzug vor den Reiken besitzt, die man durck 
direkte Entwicklung von 8 erkalten kann. Dagegen laBt sick eine, 
gerade fur groBe x, y bequeme Entwicklung nack den ^-Punktionen 
vomekmen, mit der wir uns sp'ater bei dem Satze von Bayes zu be- 
sckaftigen kaben werdem 

Der benutzte Ansatz laBt sick verallgemeinern; es wird geniigen 
dies an dem Falle zu zeigen, wo drei Spieler A, B, C vorkanden 
sind, denen zum Gewinne des Spiels x, y, z Partien feklen, wakrend 
die SBSB. fiir den Gewinn der einzelnen Partie die Werte p, q^f r be- 
sitzen. Bedeutet W{Xy y, z) die SB., daB A das Spiel gewinnt, so 
zerlege man das Ereignis E (Gewinn des Spiels durck A) in die 
drei Ereignisse E\ E'\ E"\ je nackdem die erste der nock zu spielen- 
den Partien von A oder B oder 0 gewonnen wird. Man erkalt dann 

SB(JF0 — I; y7 4 =* 2 • W{Xy y—h 4 

^{E''^)^r-W{x,y,z-i\ 

woraus die Differenzengleickung 

W{x,y,z)--^pW{x— + q.W{x,y - i,z) +rW[x^y,Z'-i) (7) 
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Sechste Yorlesung. § 38—40. 


folgt. Ferner zeigt man wie oben^ da6 die Zeicben TF"(o, 

W[x, Oj W{Xf y, o) die Werte i, o, o besitzen. Multipliziert man 
nun (7) mit und summiert nach. x, y, 8 von i bis oo, so erbalt 

man ahnlicb wie oben 

S = SSS W{x, y, 

X 1/ z 

: [(i — -y) (i — w) (i — pu — qv — rw)'], (8) 

welcber Ausdrucb, nach irgend einem passenden Verfahren entwickelt^ 
zur Darstellung der W{Xjy, 0 ) fiihrt. 

§ 39. Eine andere Aufgabe ist folgende. Die beiden Spieler A 
und B besitzen x und y Marten; bei jeder Partie erhalt der Gewinnende 
eine Marke von dem Verlierenden; der Veiiust aller Marten bedeutet 
zugleich den Verlust des Spiels; die SBSB., eine Partie zu gewinnen^ 
sind fiir A und B konstant gleich p und gesucht wird die SB., 
daB A das Spiel gewinnt. 

Statt sogleich auf die gesuchte SB. auszugehen, wollen wir zu- 
nachst die SB. daftir ermitteln, daB A das Spiel mit gerade s Partien, 
aber nieht fruher, gewinnt. Bezeichnet man diese SB. mit W(X; y, s) 
und unterscheidet bei dem Eintreten des zugehorigen Ereignisses die 
beiden Arten E' und jB", je nachdem die erste der zu spielenden 
Partien von A gewonnen oder veiioren wird, so ist 

SB(JB') -=^pW{x + 1,2/ — I, 8 — i), SB(JB") =- qW{x— i^y+i, s— i). 

Die Summe der beiden SB.-GroBen gibt die SB. des betrachteten Er- 
eignisses, also ist 

W{XjyjS) ^pW{x+ 1,2/— 1,8— i) + qW{x- 1,2/+ O* ( 9 ) 

Bei der Anwendung dieser Gieichung ist darauf zu achten, daB das 
Zeicben W{x, y, s) vorlaufig nur dann eine Bedeutung besitzt, wenn 
die beiden darin auftretenden Indizes x, y mindestens gleich Eins 
sind. Desbalb mussen in (9) wegen der auf der recbten Seite stebenden 
SB.-GroBen x und y mindestens gleich 2 sein. Die gleiche Bemerkung 
ist sinngemaB auf die spateren Formeln auszudebnen. 

Das Zeicben W{x, «/, s) bangt auBer von den Indizes x, y, s aucb 
nocb von den GroBen p und q ab. Diese letzteren wollen wir zunacbst 
berausscbaffen. Man denke sicb alle 8-gliedrigen Kombinationen der 
beiden Bucbstaben jp, q angesetzt und lese jedes p als Gewinn, jedes 
q als Verlust einer Partie durch A. Dann entspricbt jeder Eombination 
ein bestimmter mogbcber Spielverlauf von s Partien, und umgekebrt 
jedem moglicben Spiele eine bestimmte Kombination. Liest man 
tiberdies jede Kombination als Produkt, so liefert dieses Produkt zu- 
gleicb die SB. fiir das Eintreten des zugehorigen Spielverlaufes. 

Bei der Aufsucbung von W{x, y^ i) kommen nur solcbe Kombi- 
nationen in Betracbt, die fur B nach Beendigung der letzten Partie 
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mit dem Markenbesitz Null abscblieBen. Zu dem Ende muB A 
erstlicb die y Marken gewinnen, die B anfangs besaB; dann aber aucb 
jede Marke, die etwa im Verlaufe des Spiels an B yeiioren ging^ 
wieder zuruckzugewinnen. Auf Tt an B verlorene Partien mtissen 
also y + 7 j gewonnene kommen, so daB 

ist. Fur jedes dieser Spiele wird die SB. des Eintretens gleich dem 
Produkt oder gleich 

Die Anzahl der Kombinationen, die auf das vorstehende Produkt 
fiihren, ist gleich dem Binomialkoeffizienten 
(2/ + 2A‘)!:[Z:!{^ + / 0 !]. 

Da jedoch wegen der Bedeutung von y, s) alle Kombinationen 

zu streichen sind, bei denen sich das Spiel schon vor der 5 -ten Partie 
entscheidet, so haben wir anzusetzen 

W {x, y, s) = U{x, y, , (s = 2^ + zl:) , (10) 

WO TJ{x, y, li) eine gewisse ganze Zahl bedeutet, die von den Index- 
werten x, y^ h abhangt und im allgemeinen unterhalb jenes Binomial- 
koeffizienten liegt. Der Index Jc bedeutet hierbei die Zahl der von A 
verlorenen Partien und kann daher die Reihe der Zahlen o, i, 2, . . . 
durchlaufen, sobald wir der Zahl s nach und nach alle zulassigen 
Werte erteilen. Ist Zj = o oder s ^ y, so gewinnt A hintereinander 
samtliche Marken von B; die SB. fur ein solches Spiel ist gleich also 
W{x, y, y) U{x, y,o) = i. (ii) 

Ferner ist fur 5; = i , y ^ i das Spiel unter all^n Umstanden schon 
mit der ersten Partie entschieden, daher ist, auBer fiir A- = o, die 
Grofie Z 7 (i, i, A) bestandig gleich Null. 

§ 40. Setzt man jetzt in (9) die Ausdriicke (10) ein, so fallen 
die q heraus, und man erhalt 

U{x, y, Jc) = U{x + i, y— i, Jc) + U{x — i, y + k -- 1). (12) 

Summiert man die Gleichung (10) nach k von A = o an, so erhalt 
man links die SB. dafur, daB A iiberhaupt mit irgend einer Anzahl 
von Partien gewinnt. Da diese SB. einen bestimmten endlichen Wert 
besitzt, so ist die unendliche Reihe, die man auf der rechten Seite 
erhalt, sicher konvergent. Deshalb ist auch die mit einer beliebigen 
Veranderlichen t angesetzte Reihe 

Vix, y) == s U{x, y, Jc)^, (A = o, I, 2, . . .) (13) 

sicher konvergent, so lange t nicht uber pq hinausgeht. Das Anfangs- 
glied dieser Reihe ist nach (i i) jedesmal gleich Eins, ferner reduziert 
sich F(i, i) nach der vorhin iiber die Z 7 (i, i, k) gemachten Bemer- 
kung auf den konstanten Wert Eins. 
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Mnltipliziert man {12) mit f nnd summiert nacli k von Eins an, 
so erlialt man, nach der fiber das Anfangsglied der V gemacliten 
Bemerkxmg, 

tr{x - I, 2/ + i) = V(x, y) -Y{x + i, y— i). (14) 

Die Yorstebend auffcretenden F-GroBen beziehen sich. anf Spiele, bei 
denen der anfangliebe Markenstand entweder x — i zu + i oder 
X zvl y Oder endlicb x + i zn y — i ist. Die Markensumme bat also 
in alien diesen Spielen denselben Wert x + y, woftir wir knrz ^ 
scbreiben woUen. Scbreibt man fcrner bei konstantem is far den 
Angenblick statt Tix, y) einfacb V{y)y so nimmt die Gleicbting (14) 
die Gestalt 

iTiy + i) = Viy) — — i) (i4-a) 

an. In der Lebre von den Dififerenzengleicbnngen wird nnn gezeigt, 
wie man Bedingnngen der Form (i4.a) zu bebandeln bat. Man bat 
znnacbst zwei voneinander nnabbangige Partikularlosungen zu suchen, 
d. b. zwei Ausdriicke Fiy) nnd Q{y), die fur Y{y) eingesetzt die vor- 
gelegte Bedingung befriedigen und sicb nicbt bloB um einen kon- 
stanten Faktor unterscbeiden. Sind diese gefunden, so bat man des 
weiteren die gesucbte Losung in der Gestalt 

V{y)^AF{^)^^BG{y) 

anzusetzen, wo die Eoeffizienten A, B zwei von y nnabbangige GroBen 
bedeuten. Endlicb sind diese Eoeffizienten so zu bestimmen, daB der 
angesetzte Ausdruck aucb den anderweitigen fur V{y) geltenden Be- 
dingungen geniigt. 

Um die verlangten Partikularlosungen zu erbalten, sucben wir 
zu der quadi'atiscben Glexcbung 

+ I = 0 

die beiden Wurzeln u und v auf und setzen die bieraus entspringenden 
Beziebungen 

2tu == I + 1/(1 “ 4^), 2tv == I — ]/(l •— 4 ^)^ 
tu + tv = 1, tuv = I 

an. Dann sind, wie man sicb leicbt uberzeugt, die Ausdriicke 
F(y)-=u^, G{y)^v^ 

Losungen von (i4-a), so daB man, wenn man wieder zu der Bezeicb- 
nung V{x, y) zuruckkebrt, 

V(x, y) = Any + Bv^ (15) 

setzen darf, wo nunmebr die A, B zu ermittebi sind. Zu dem Ende- 
baben wir uns nacb den weiteren Eigenscbaffcen der GroBen W{x, y, s) 
umzuseben. 
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§ 41. Wir betrachten jetzt die Spiele, die unter Festbaltung 
der Markensumme z zu 

W{z — I, I, s) = W{z — I, I, I + 2 k) == U{z — I; I, k)2){pq)^ 

gehoren, wobei jedoch die bereits friiber erledigten Falle ^ — 2 und 
k ^ o beiseite bleiben sollen. Die zur Darstellung des Spielverlaufes 
benutzten Kombinationen aus den Buchstaben q miissen dann samt- 
lich mit q anfangen, weil sonst das Spiel, wider die gemachte Vorans- 
setznng, scbon mit der ersten Partie zu Ende ware. FaBt man nun 
diese Kombinationen in Gruppen zusammen, je nacbdem sie mit qp 
Oder qqp oder qqqp usw. anfangen, so bedeuten diese Gruppen 
ebensoviele verscbiedene Arten fiir das Zustandekommen von 
W(z—i, ly s) und wir diirfen damacb, indem wir ahulich wie bei 
der Herstellung der Gleicbung (9) vorgeben, ansetzen 

W{z ~ I, I, s) = qpW(z — I, I, s — 2) + ^pW{z — 2, 2, s — 3) H 

= n, s — w — i) 

n 

Oder, wenn wir auf die ZJ-GroBen iibergelieii, 

TJ{z — I, I, Tc) = S U{z — n, n, k — n). 

n 

Der Summationsindex n bedeutet bierbei die Anzabl der Partien, die 
bei dem w-ten betracbteten Spielverlauf von A anfangs verloren werden. 
Daber darf n nicbt uber z — 2 binausgeben, weil andernfalls A dabei 
seinen ganzen Markenbesitz und damit aucb das Spiel verlore. Da 
femer k die Anzabl der Marken bedeutet, die A bei den betracbteten 
Spielen iiberbaupt verliert (und wiedergewinnt), so darf n aucb nicbt 
uber k binausgeben, d. b. n darf nur bis zu der kleineren der beiden 
Zablen z — 2 und k geben. Urn diese beiden Falle nicbt besonders 
auseinander balten zu miissen, fubren wir das Zeicben {a, fe) ein, das 
den Wert Eins oder Null bedeuten soil, je nacbdem & unterbalb a 
liegt Oder nicbt. Damit scbreiben wir 

TJ(Z — I, I, Jfc) == S TI{Z ’—fly fly k—’fll)-{Z—ly W) « (A “f I, W) (l6) 

und diirfen nunmebr n von i bis 00 laufen lassen, da die unzulassigen 
Summenglieder durcb die Hinzuftigung der Faktoren {z — i, fi) und 
(Z; + I; w) unscbadlicb gemacbt werden. Femer siebt man, daB bei 
dieser Scbreibweise nun aucb der bisber ausgescblossene Wert z ^ 2 
zulassig wird. 

Multipliziert man (16), das fiir i, 2, ... gilt, mit ^ und 
summiert nacb h von i an, so wird wegen (13) 

y{Z’- I, i) — I === ““ I, n)iP^U{z — fiy w, A — n)-(i+ I, 
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Summiert man auf der rechten Seite zuerst nach h und fukrt den 
neuen Summationsbuclistaben h durcb die Bedingmig Tc = n h ein, 
so darf man wegen des Verhaltens des Faktors (w + A + i, n) die 
Summation mit k = o beginnen und erbalt 

V{0 - I, i) - I = - I, U{z - n, n, h)f 

n h 

= S n)f‘Y{0 — n, vt), 

n 

wofar wir jetzt 

Y{^z — I, i) — I = — n, 2, , z — 2 ) 

schreiben wollen. Hierin setzen wir den ans (15) folgenden Ansdruck 
V{z — n^ w) — A{z)u”- + jB{z)v'^ 

ein und erhalten nach gehoriger Reduktion 

A{z)it + {tuYI + B{z)it + {tvn (17) 

§ 42. Um eine weitere Bedingung fur die A, B zu finden, 
untersucben wir nock die zu 

TF(i, ^ — I, s) = W{i, z i, Z-- 1 + 21)^ 27 ( 1 , z— I, 

gekbrigen Spiele, wobei wir wieder die Falle ^ = o und ^ = 2 beiseite 
lassen. Die in Betrackt zu ziekenden Kombinationen der jp, g fangen 
dann samtlick mit jp an. Wir gruppieren nack den Spielanfangen 

sckreiben demgemaB 

W{i, Z-- i, s) ^pqW(ij Z-- i, s — 2) +j^'^qW[2, 8 — 2^ 5 — 3) H 

= ^f^qW{n, z — n, s — n— i), 

n 

TJ[i, z — i, ^) = S U[n, z — n, Z; — i), 

wobei n von i bis — 2 zu laufen hat, da der Fall z — i auf 
ein Spiel fukrt, das sckon vor der s-ten Partie fur A entschieden ist. 
MultipKziert man die letzte Grleickung mit und summiert nack h 
von I an, so wird 

F(i, ^ — i) ~ I = ^tV[n, z — n), 

•a 

Die Biusetzung von 

F(n, 0 — n) = A{z)u‘~’‘ + B{g)v‘~” 
liefert naoh geboriger Redulition 

A{ 0 )\_i + tu’\ + B{ 0 )[i 4 - tv’l = I. (18) 

Eliminiert man nun A und B aus (15), (17) und (18), so erbalt 
man die fertige LSsung 

^{3:, y) = : [{#«)’ — {tv)’]. ( 19 ) 
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Bezeichnet man mit W{A) nnd W{B) die SBS 33 ., daB A oder B 
uberliaiipt gewinnt^ so ist 

W{A) = ^W{x, y, y+ 2]:) = S U{x, y, 

WO die Summation nach Jc yon o bis oo gebt. Hiemacb ist 

W{A) ^pyV{x, y), 

vorausgesetzt, daB in V anstatt t das Produkt eingefulirt wird. 
In diesem Falle wird aber 

I ~ 4^5 = I -- = {i> + # — — 2 )® • 

Da in (19) die GroBen u und v symmetrisch auftreten, so ist es 
gleicbgiiltig, welches Vorzeichen man der Wurzel aus 1 — 4# gibt. 
Wir diirfen daher ansetzen 

2 tu = I + (y; — g) = zp, ztv = i — — g) = 2g. 

Damit wird 

W{A)=p>{p--gr)-{p^-Q^), 

woraus durch Buehstabenvertauschung 

W{B) = : (i;= - q;) 

folgt. Da hiernacli W{A) + W(B) gleich Eins wird^ so ist die SB. 
einer unbegrenzten Dauer des Spiels null, d. h. genauer ausgedruckt 
unendlieh klein. Ist ferner jp = g = 0.5, so wird 

W(A) ^ W[B) 

d. h. die Gewinnaussichten sind in jedem Augenblieke den beiden 
Markenbestanden proportional. 


Siebente Torlesung. 


§ 43. Die in der letzten Torlesung behandelten Beispiele ge- 
horen zur Klasse der sogenannten Teilungsprobleme. Urn diese Be- 
zeichnung verstandlich zu machen, erinnere ich zunacbst an den in 
der Einleitung erwahnten Torfall, der in den Handen von Pascal und 
Fermoit zur Entstehung der W,-R. geftihrt hat. Es handelte sich 
dort um die Frage, wie die Einsatze eines Gliickspiels zu verteilen 
seien, wenn das Spiel vor seiner Beendigung abgebrochen wird; wenn 
also, um es kurz auszudriicken, das Endspiel unterbleibt. Die Ant- 
wort; die wir an der friiheren Stelle nur andeuten konnteU; l§£t sieh 
jetzt an der Hand der bisherigen Entwicklungen folgendermaBen for- 
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mulieren. Man bereclme die SBSB. des Grewinnens, die fur die einzelneu 
Spieler bei dem betracbteten Endspiel vorhanden sind^ und verteile 
die verfugbare Summe proportional zu jenen SS-GroBen. XJm die 
Berecbtigung dieser Verteilungsart einzusehen, denke man sich, daB 
fiir den Spieler A die SB. des Gewinnens z. B. gleich 0.9 war, dann 
batte er danach die Aussicht, bei wiederbolter Ausfiihrung des End- 
spiels unter zekn Fallen neunmal zu gewinnen; deshalb erscbeint es 
als billig, daB ihm neun Zebntel der zu verteilenden Summe zu- 
gesprochen werden. Hierdurcb wird die ubliclie Benennung der in 
der letzten Vorlesung bebandelten beiden Beispiele verstandlicb: die 
genannten Aufgaben sind als Endspiele zu denben, bei denen beliufs 
Verteilung der Einsatze die SB 3 B. des Gewinnens berecbnet werden. 
In dieser Beziebung ist namentlicb die zweite Aufgabe von Interesse, 
weil sicb bei ibr die wirklicbe Beendigung des Spiels unter Umstanden 
recbt lange binauszieben kann. 

§ 44. Soli ein Gliicksspiel von Anfang an den Forderungen der 
BiUigkeit geniigen, so miissen die Einsatze und die Gewinnaussicbten 
dem entsprecbend gegeneinander abgewogen sein. Wenn z. B. nur 
um die Einsatze gespielt wird, und die Gewinncbancen der Spieler 
einander gleicb sind, so leucbtet es obne weiteres ein, daB aucb 
Gleicbbeit der Einsatze stattzufinden bat. Wenn femer die Cbance 
von A zebnmal groBer ist, als die von B, so ist es von vornherein 
plausibel, daB A diesen Unterscbied durcb einen zebnmal groBeren 
Einsatz auszugleicben bat. Solcbe einfacben tJberlegungen reicben 
jedocb nicbt aus, wenn die Spielbedingungen verwickelter sind, und 
die Gewinne und Verluste, je nacb dem Verlaufe des Spiels, Ab- 
stufungen erfabren. XJm iiber solcbe Falle Klarbeit zu erlangen, 
scblagen wir folgenden Weg ein. 

Zunacbst setzen wir fest, daB Verluste als negative Gewinne ge- 
recbnet werden sollen, und versteben unter Gewinn oder Verlust des 
Spielers A die positive oder negative imderung, die das Vermogen 
von A infolge des Spiels erfabrt. Femer seien a, a', . . . die 

Vermogensander ungen, die fiir A innerbalb der Gesamtbeit der mog- 
lieben Verlaufe eines betracbteten Spieles in Frage kommen, wobei 
unter den a aucb der Wert Null auffcreten kann; entsprecbend be- 
zeicbnen wir mit TV(a), W{a'), W(a")j ... die SBSB., mit denen 
man das Eintreten der genannten a zu erwarten bat. Dies festgesetzt 
sucben wir die Vermogensanderung auf, die zu erwarten ist, wenn 
das Spiel mit ungeanderten Spielbedingungen ^^-mal ausgefubrt wird, 
wobei wir uns n so groB denken, daB eine binreicbende Ausgleicbung 
der dem einzelnen Spiele anbaffcenden Zuf aUigkeiten stattfindet. 

Bei einem binreicbend groBen n ist die Haufigkeit, mit der die 
Vermogensanderung a erwartet und naberungsweise aucb tatsacblicb 
verwirklicbt wird, durcb das Produkt nW{a) gegeben. Daraus ent- 
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springt als Beitrag zu der gesamten Vermogensanderung das Produkt 
anW{a), Almliclie Beitrage liefem die GroBen a, a", . . so daB 
die Gesamtanderung die Gestalt 

nh = anW{a) -f a'nW{a') + • • • 
annimmt, wo zur Abkurzung 

n^aW{a) + a'W{a) + --* (i) 

gesetzt ist. Den Ausdruck h nennen wir die Male mathematisehe 
Soffnung des Spielers A; entsprechend bezeichnen wir die Produkte 
aW{a), ... als die, positiy oder negativ anzusetzenden, parfidlen 
Hoffimngen. Die GroBe h gibt oiffenbar die Yemiogensanderung an, 
die A — im DiirchschniU aiis einer Mnreichend graven Anmhl von 
Sjpielen — ron dem einzelnen Spiel zn erwarten bat. Hierbei ist 
der Znsatz, daB es sieb nm einen Durcbscbnitt aus vielen Spielen 
bandelt, sebr wesentlicb, wie wir spater nocb des naberen erkennen 
werden. 

Die vorstebende Berecbnungsweise von h kann als der Geivinn- 
ansatz bezeichnet werden. Eine andere Berecbnungsweise, die als der 
ZahlungsansaU zu bezeicbnen ist, erbalt man, wenn man statt der 
positiven oder negativen Gewinne die Zablungen betracbtet, die von A 
bei dem Spiele, je nacb seinem Verlaufe, geleistet oder empfangen 
werden. Es seien . die Zablungen, die bei den verscbiedenen 

Spielverlaufen in Prage kommen konnen, wobei wir die z positiv oder 
negativ recbnen, je nacbdem A empfangt oder gibt, femer seien 
Wip), W(p'), ... die SBSB., die den einzelnen z zugeboren; dann 
gelangt man, wenn wieder die aus n Spielen zu erwartende V ermogens- 
anderung aufgesucbt wird, zu dem Ansatze 

-h^^W{z) + zW[z') + --^, ( 2 ) 

Der Unterscbied zwiscben den beiden Ausdrucken fiir h laBt sicb 
am besten an einem einfaoben Beispiel deutlicb macben. A und B 
spielen gegeneinander mit den Gewinncbancen W{A) und Tr(jS), wobei 

W{A) + W{B) = I 

sein soli, ferner seien x und y die bei Beginn des Spiels von A und B 
zu leistenden Einsatze, deren Suname dem Gewinner zuflieBt, dann 
sind fur A die beiden Vermogensanderungen + y und “ x moglicb, 
und man erbalt 

h =^yW{A) — xW[B), 

Mit den z dagegen steUt sicb die Rechnimg folgendermafien. Zu- 
nacbst bedeutet fiir A der von ibm geleistete Einsatz eine negative 
Zablung z=---x, deren W{z) gleicb Bins ist, da ja der Einsatz 
unter alien TJmstanden zu zablen ist. Gewinnt nun A, so tritt die 
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positive ZaHung 0 x + y auf, deren W{ 0 ) gleich W(Ji) ist. Ver- 
liert Kj so empfangt A die ZaHung 0 = 0, deren W{ 0 ) gleicli W{JB) 
ist. Also wird 

— X • I + {x + y) • W{A) + o * W{B) 

^yW{A)-xW{B), 

was mit dem vorigen Ausdrucke, wie es sein soil, iibereinstiramt. 

Der erste Ansatz fur h beriikt darauf, daB man die Gesamtbeit 
der moglichen Spielverlaufe nacb dem Betrage der eintretenden Ver- 
mogensanderung in gewisse, einander ausschlieBende, Gruppen zu- 
sammenfaBt, so daB die Summe der W{a) den Wert Eins besitzt, 
wabrend die Summe der W{ 0 )j wie aucb das gegebene Beispiel er- 
kermen laBt, im allgemeinen von Eins verscbieden ist. 

Statt der Ausdriieke ^positive oder negative matbematische Hojff- 
nung" finden sicb aucb die Bezeicbnnngen j^matbematiscbe Hofifnung 
Oder Furcbt" femer „Vorteil oder Nachteil^^, sowie ^positive oder 
negative Erwartung^^. 

§ 45. Die Bedingungen eines Spieles sind, im Durcbscbnitt aus 
binreicbend vielen Wiederbolungen, fur A gunstig oder ungunstig, je 
naebdem das fur A geltende h positiv oder negativ ist. Da nun der 
Nutzen oder Scbaden von A fur seinen Gegenspieler das Umgekebrte 
bedeutet, so muB, wenn keiner der Spieler bevorzugt sein soil, fiir 
jeden die GroBe Ji gleicb Null sein. Daraus folgt z. B. fur den oben 
betracbteten einfacben Fall, daB sicb die Einsatze umgekebrt wie die 
Gewinncbancen verbalten mussen, wenn das Spiel als nacb Billigkeit 
geordnet gelten soli. 

Die Bedinguug o bildet den Ausgangspunkt fur die Auf- 
stellung der Spielbedingungen namentlicb in solcben Fallen, wo ein 
einzelner „Spielbalter" gegen eine groBere Anzabl von Einzelspielem 
Oder Teilnebmern das Spiel „balt" wie das z. B. bei den Spielbanken 
und Lotterien zutrifift. AUerdings dient jene Bedingung nur als Aus- 
gangspunkt, indem die daraus BieBenden Beziebungen zwiscben den 
Einsatzen, den Obancen und den Gewinnen bei der Ausfiibrung nicbt 
unerbeblicb zugunsten des Spielunternebmers „verbessert^^ werden. 
Denn dieser betreibt die Sacbe als ein Gescbafb und will nicbt nur 
die mancbmal recbt bedeutenden Gescbaftsunkosten decken, sondem 
aucb einen Untemebmergewinn erzielen, der so groB sein soil, als das 
obne Labmung des Anreizes zum Spielen nur immer angangig ist. 
AuBerdem treflfen die Spielbanken nocb eine andere Vorkebrung, die 
in ibrer Gesamtwirkung ebenfalls auf den Vorteil des Unternebmers 
berecbnet ist. Urn dies deutlicb zu macben betracbten wir ein ein- 
facbes Beispiel. 

Man denke sicb ein Spiel, bei dem Bankbalter und Einzelspieler 
mit gleicben Einsatzen und gleicben Gewinncbancen gegeneinander 
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spielen. Ferner gelte die Vorsclirift^ da6 bezuglich der Holie der 
Einsatze und der Dauer des Spieles lediglicb das Belieben des Einzel- 
spielers maBgebend sei. Dann wiirde diese Bedingung zum Nachteile 
des Bankbalters ausscblagen konnen, sobald der Einzelspieler fiber 
binreicbende Mittel yerfiigt oder sobald sicb mehrere Einzelspieler zu- 
sammentun. Der Einzelspieler batte zu dem Ende nur nofcig, nacb 
folgender Regel vorzngeben. Er setzt nacb jeder gewonnenen Partie 
den Einsatz Eins, nacb jeder yerlorenen dagegen das Doppelte des 
eben verlorenen Einsatzes, setzt also bei einer Reibe von ungiinstigen 
Partien nacb der Skala i , 2, 4, 8, . . bis die erste gunstige Partie, 
wie man leicbt erkennt, ibm nicbt nur die vorangegangenen Yerluste 
wieder einbringt, sondern aucb nocb einen Grewinn Bins liefert. 
Offenbar wird die fiir den Bankbalter gefabrlicbe Ausnutzung einer 
solcben Einsatzsteigerung verbindert, wenn von ibm, wie das Regel 
ist, fur die Hobe der Einsatze eine gewisse untere und obere Gfrenze 
vorgescbrieben wird. 

§ 46. Die Berecbnung von li ist bei mancben der verbreiteteren 
Gliicksspiele ganz interessant, indessen will icb darauf nicbt eingeben, 
sondern eine Aufgabe bebandeln, die in der Grescbicbte der W.-R. eine 
berttmte oder, wenn man lieber will, eine beriicbtigfce Rolle gespielt 
bat. Es ist dies das sogenannte Petersburger Problem. 

A spielt gegen B das Spiel „Bild oder Scbrift" Das Spiel ist 
auf n Wiirfe verabredet; A zablt an B den Einsatz jc, der in den 
Handen von B verbleibt; dafiir zablt B an A die Betrage 2, 4, 8, 
16, . . je nacbdem das erste Bild bei dem Wurf mit der Nummer 
I, 2, *3, 4, . . . erscbeint. Wie ist der Einsatz x zu bemessen? 

Wir berecbnen fiir A die Hoffiiung % nacb dem Zablungsansatze. 
Als negative Zablung tritt 0 ^ — x auf mit 3 !&{z) = i. Femer er- 
erscbeinen die positiven Zablungen 2\ 2^, 2®, . . . mit den zugeborigen 
-SB 2 B. 2”^, 2“®, 2~®, woraus, da das Spiel auf n Wiirfe verab- 
redet ist, 

+ 2^(2-^) + 22(2“®) -I h 2”(2“”) (3) 

folgt. Die Bedingung o liefert also fiir den Einsatz x den Wert n. 
Dieses Ergebnis bat nun viel Kopfzerbrecbens verursacbt, und zwar 
aus folgendem Grrunde. Weim n groB genommen wird, so ist die 
SB., daB A aucb nur seinen Einsatz wieder gewinnt, fiir das einzelne 
Spiel recbt klein, weil die weitaus iiberwiegende Mebrzabl der mog- 
licben Spielverlaufe fiir A ungiinstig stebt. Beispielsweise mfiBte fiir 
w = 64 fiinfmal bintereinander Scbrift kommen, damit A wenigstens 
den Einsatz ausgezablt erbalt; die SB. fiir ein solcbes Ereignis ist 
aber nur 1:32. Mit Riicksicbt bierauf wird in den Darstellungen 
der W.-R. gesagt, daB im vorliegenden Falle die Regel von der matbe- 
matiscben HofiEnung mit den Eingebungen des gesunden Menscben- 
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verstandes im Widersp ruche stehe: jene lasse das Spiel auch fur ein 
groBes n als zulassig erscheiuen, wahrend dieser davou abrate. In- 
folgedessen hat man sich denn auch bemuht, fiir die Berechnung der 
Einsatze an Stelle der mathematischen Hoffnung andere Vorschriften 
ausfindig zu machen, bei denen man solche Widerspruche nicht zu 
furchten habe. Es ist nicht zu leugnen, daB Aufgaben, wie das Peters- 
burger Problem, fur die hergebrachte Behandlungsweise in der Tat 
Schmerigkeiten bieten, allerdings nur deshalb, weil dabei TJmstande 
tibersehen werden, deren Bedeutung erst durch v. Kries (a. a. 0 . 
Seite 185 fig.) in biindiger Weise dargelegt worden ist. Beror wir 
jedoch auf diesen Puntt eingehen, moge noch ein anderer Fall be- 
sprochen werden. 

§ 47. Grliicksspiele gelten im allgemeinen als verwerflich, sobald 
sie wegen der Hohe der Einsatze und der moglichen Verluste den 
Charakter einer harmlosen Unterhaltung yerlieren. Diese AufPassung 
findet ihren bezeichnenden Ausdruck in der Tatsache, daB verschiedene 
Q-esetzgebungen das gewerbsmaBige Hasardspiel strafrechtlich ahnden. 
Es gibt indessen auch Veranstaltungen, die ihrer Natur nach tat- 
saeblich ZufaUsspiele mit oft recht ansehnlichen Einsatzen sind, trotz- 
dem aber als eine wohltatige und fur das heutige Wirtschaftsleben 
unentbehrliche Einrichtung gelten, namlich die Versicherungen. Das 
tritt am deutlichsten bei der eigentlichen Schadenversicherung hervor: 
der Yersicherer ist der Spielhalter, der Yersicherte der Einzelspieler, 
die sogenannte Pramie ist der Einsatz, und als Gewinn erscheint die 
Yergiitung eines Sehadens, dessen Eintreten vom Zufall abhangt und 
im allgemeinen nur mit geringer SB. zu erwarten ist. Diese geringe 
SB. bewirkt, daB ein groBer Tail der Yersicherten den Einsatz tat- 
sachlich yerliert. Ahnlich liegt die Sache bei der Lebensversicherung, 
nur daB hier bei dem Vorgange, auf den sich die Yersicherung be- 
zieht, zwar nicht das Eintreten an sich, wohl aber der Zeitpunkt des 
Eintretens dem Zufall unterworfen ist. 

Die Ahnlichkeit mifc der Spielbank reicht aber noch weiter. 
Grofie Spielbanken, wie sie friiher in deutschen Badern bestanden 
und anderwarts auch heute noch bestehen, rechnen damit, daB ihr 
Hauptgewinn aus den Yerlusten zahlreicher Spieler mit kleinen und 
mittleren Einsatzen entspringt, denn nur wenn sehr yiele einzelne 
Spiele stattfinden, ist diejenige Ausgleichung des ZufaHs zu erwarten, 
welche bei der Ansetzung der Spielbedingungen zugrunde gelegt wird. 
Yereinzelte hohe Einsatze konnen ja Gewinn, gelegentlich aber auch, 
wenn es der Zufall so fiigt, empfindliche Yerluste bringen. Das Gleiche 
gilt von der Yersicherung. Bezeichnet man als Risiko das in Geld 
ausgedriickte Interesse an dem Objekt, das der Yersicherung unter- 
worfen wird, so ist es unter sonst gleichen Umstanden fiir die Stetig- 
keit des Yersicherungsbetriebes weit wichtiger, dafi recht yiele, als 
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daB sehr hohe Risiken vorhanden sind. Dies wird nocli deutlicher, 
wenn man den Ansatz betrachtet, der als Ausgangspunkt fiir die Be- 
recbnung der Pramie dient. 1 st x die Pramie, g der versicherte Be- 
trag Oder das Risiko, W{g) die SB. seines Palligrrerdens, so erbalt 
man, weil die Pramie der Regel nacb dem Versicberer verbleibt, fiir 
die totale Hofifnung des Versicberers den Ausdrnck 

h = x-i --g- W(£), (4) 

Dieser Ansatz, der dnrcb die Bedingung Ji o aus g nnd W{g) die 
Pramie bestimmt, berubt aber darauf^ daB durcb eine binreicbend 
baufige Wiederbolnng des vorliegenden Spieles eine geniigende Aus- 
gleichung der Zufalligkeiten erfolge, die dem Eintreten von g an- 
baften. 

Das mit = o ‘ berecbnete x liefert die eigentlicbe Risikopramie. 
Zn dieser treten als Zuscbl^e binzn die anteiligen Betrage der Ge- 
scbaftsunkosten und des in Aussicbt genommenen Unternebmergewinns. 
tiberdies darf man vermuten, daB in der Regel die in die Recbnung 
eingestellten W{g) aus Griinden der Yorsicbt eine merklicbe Abmndung 
nacb oben erfabren baben. Daraus folgt, daB der Versicberer mit 
einem positiven li arbeitet, daB also, an der matbematiscben Hoffnung 
gemessen, das von dem Yersicberten eingegangene Spiel fiir diesen 
nacbteilig ist. Trotzdem gilt das Yersicberungnebmen als eine ver- 
niinftige MaBregel, im Gegensatze zu dem Petersburger Problem, wo 
ein mit 7 ^ = 0 berecbneter Einsatz als unverniinftig gilt. 

Die vorstebende Bemerkung lebrt, daB der Widersprucb zwiscben 
den Yorscbrifteii der Zufallstbeorie und den Eingebungen des ge- 
sunden Menscbenverstandes, den man bei dem Petersburger Problem 
finden zu miissen glaubte, in derselben Starke, wenn aucb mit um- 
gekebrter Ricbtung, bei der Yersicberung anzutreffen ist. Es ist sebr 
merkwiirdig, daB man diese Tatsacbe so lange Zeit bindurcb voUstandig 
iiberseben bat; andernfalls w*are man vermutlicb scbon friiher dazu 
gelangt, dem Grunde dieser Widerspriicbe nacbzugeben und zu er- 
kennen, daB sie in Wirklicbkeit nicht vorbanden sind, sondem ledig- 
licb auf einem falscben Gebraucbe der als matbematiscbe Hofifnung 
bezeicbneten GroBe beruben. Um dies deutlicb zu macben, sollen 
zunacbst einige Bemerkungen iiber die sogenannten Wertgldchungm 
vorausgescbicW werden. 

§ 48. Wenn zwei Dinge P und Q einander gleicb gesetzt werden, 
so hat die Beziebung P = ^ je nacb den Umstanden einen sebr ver- 
scbiedenen Sinn. Yollige Gleicbbeit ist imgrunde genommen nur 
dflnn vorbanden, wenn P und Q identiscb sind, d. b. in alien an 
ib-nfin nacbweisbaren Merkmalen ubereinstimmen. Lassen wir diesen 
Pall beiseite, so wird sicb die Gleicbbeit immer nur auf einen Teil 
der vorbandenen Merkmale bezieben konnen, wabrend beziiglicb der 

Bruns, W»lirscheinlioh.keitsreclmung. 5 
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utrigen Verscliiedeiilieit besteht. Wird also fiir einen bestimmten 
Fall die Beziehung Q angesetzt, so besagt dies^ daB fiir den 
vorgelegten Fall nur die iibereinstimmenden Merkmale von F nnd Q 
in Betracht kommen, nnd daB deswegen P und Q okne weiteres mit- 
einander vertansclit werden konnen. Dagegen hort die Vertanscknng 
anf zulassig zn sein, sobald die weitere Bebandlung des betrachteten 
Falles die Berncksicbtigung noch anderer, nickt libereinstimmender 
Merkmale verlangt. 

Im taglichen Leben bat man es nnn fortwabrend mit Gleicbungen 
F ^ Q zu tun, in denen die Bestandteile P und Q Dinge bedeuten, 
die so beterogen sind^ wie z. B. eine Geldsumme nnd eine Tonne 
Kom Oder eine Wattstunde elektriscber Energie oder das geistige Er- 
zeugnis eines Scbriftstellers. Hier ist das einzige ubereinstimmende 
Merkmal dnrcb den Wert gegeben, der jenen Dingen zuerkannt wird. 
Um diesen Umstand bervorzubeben, will icb knrz von der Werfh 
gleichung F Q sprecben. Dies vorausgescbickt woUen wir die 
Frage [stellen, ob eine Wertgleicbung F ^ Q ancb nocb besteben 
bleibe, wenn links und recbts das Doppelte, das Dreifacbe usw. oder 
die Halfte, das Drittel usw. von P und Q gesetzt wird. Das eine 
derartige Erhaltimg einer Wertgleichung, wenigstens innerbalb gewisser 
Grenzen^ sebr baufig stattfinde, wird man obne Zweifel bejaben konnen. 
Wenn das Kilogramm einer Ware i Mark kostet, so werden fur 
10 Kilogramm 10 Mark gefordert und bezablt. AUgemeiner gesprocben 
wird man die Erbaltung einer Wertgleicbung als Regel da antreffen^ 
wo es sicb um Dinge bandelt, die standig einen bestimmten, wenn 
aucb veranderlicben, Marktwert besitzen. Daraus darf aber nicbt ge- 
scblossen werden, daB die Erbaltung der Wertgleicbungen eine un- 
verbrticblicbe Regel sei, denn das GegenteR ist ebenfalls eine durcbaus 
baufige Erscbeinung. Das goldene Zebnmarkstuck und zebn silberne, 
als Scbeidemunze ausgepragte Einmarkstucke sind innerbalb des 
Geltungsbereicbes der Markwabrung gesetzlieb einander gleicb gestellt,, 
aucb wird ein auslandiscber Bankier keine besondren Schwierigkeiten 
erbeben, diese Gleiebbeit anzuerkennen, solange es sicb nur um 10 Mark 
bandelt. Soil dagegen eine Zablung von 10000 Mark geleistet werden, 
so tritt im internationalen Geldverkebr sicber keine Erbaltung jener 
Wertgleicbung ein, ja sie ist nicbt einmal innerbalb des deutscben 
Reicbes gesetzlieb vorgesebrieben. 

In dem vorstebenden Falle wird eine Wertgleicbung durcb Wieder- 
bolung zerstort,' das Gleicbe kann aber aucb durcb Teilung erfolgen. 
Wenn jemand fur zwei benaebbarte Hausgrundstucke, die je 50 000 Mark 
wert sind, 100000 Mark anlegt, weil er die beiden Hauser zusammen 
fiir seiuen Zweek gebraueben kann, so folgt daraus keineswegs, daB 
diese Wertgleicbung aucb nocb bei der Halbierung, d. b. wenn nur 
eines der beiden Hauser verkauflicb ist, besteben bleiben musse, denn 
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es ist sehr wohl moglicli; dafi das einzelne Hans fur die Zwecke des 
Kauflustigen unbranctbar ist. 

§ 49. Wir wollen nun die vorstehenden Uberlegungeii auf die 
Znfallsspiele anwenden nnd zunachst den Fall des Massenspiels^ d. b. 
der ^^-maligen Ansfnbrnng eines nnd desselben Spiels betrachten. 
Hierbei werden wir der Einfacbheit balber die fiir unseren Zweck 
ansreicbende Annabme macben, dafi der Spieler A gegen einen festen 
Einsatz S im Falle des Gewinnens die seinen Einsatz einscblieBende 
Snmme Gr ansgezahlt erbalte, wabrend beim Verlieren der Einsatz 
verfallt. Die zn G geborende SB. bezeicbnen wir mit W{G) und die 
entsprecbende partiale matbematiscbe Hoffiiung oder das Produkt ans 
G nnd W{G) mit H. Dann setzt A bei dem einzelnen Spiele jedes- 
mal einen sicberen Besitz S gegen ein vorlanfig nnsicberes Ding U, 
das je nacb dem Verlanfe des Spieles den Wert Null oder G annimmt. 
Bezeicbnet man nocb die Gesamtbeit der in Betracbt kommenden S 
und U kurz mit 25 nnd 2J7, so besagt die Ansfnbrnng des anf 
n Einzelspiele ausgedebnten Massenspiels, daB A und sein Gegen- 
spieler B die Wertgleicbnng S5==S?7 fur annebmbar eracbten. 
Diese Anffassnng, die Yorlanfig nnr die beiden Spieler angebt, kann 
nun zutreffend oder verkebrt sein, so daB die Frage entstebt, wie jene 
Gleicbnng zn benrteilen sei. 

Die linke Seite der Gleicbnng ist eine ToUig bestimmte GroBe, 
namlicb der ^-facbe Einsatz oder nS. Die recbte Seite S?7 ist eine 
Vereinignng von ungewissen Dingen, erscbeint also znnacbst ebenfalls 
als etwas Ungewisses, das gleicb irgend einem Vielfacben von G 
zwiscben Null nnd nG sein kann. Diese UngewiBbeit erfabrt jedocb 
eine wesentlicbe Einscbranknng, wenn wir, wie es jetzt gescbeben 
soil, n als so groB voranssetzen, daB sieb innerbalb des Massenspiels 
die den Eiozelspielen anbaftenden Zufalligkeiten bis anf einen ge- 
ringen Rest ausgleicben, daB also die tatsacblicbe I'H. der gezablten 
Gewinne bis anf einen nnerbeblicben Febler gleicb W{G) wird. In 
diesem FaUe darf 2 U dnrcb nH ersetzt werden, so daB das Urteil 
fiber die Wertgleicbnng von dem Betrage der GroBe 

w7i-=2^7-25 = wir~^^5 (5) 

abbangt. Bberin stebt jetzt eine sicbere nnd genan bekannte Zablung, 
nambcb nS^ g^g^ii eine andere sicbere Zablnng, deren tatsachlicber 
Betrag zwax nicbt im vorans genan bekannt ist, wobl aber mit ans- 
reicbender Annabernng dnrcb den tbeoretiscben Wert nJS gegeben 
wird. Daber besitzt ancb die GroBe nli, die als der genaberte Rein- 
gewinn von A bezeicbnet werden kann, eine reale Bedentnng. Bildet 
man femer dnrcb Division mit n die Gleicbnng 


5 
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SO ist h der im iJnrclschniff auf das einzelne Spiel fallende Anteil 
des lAeingewinns. Hierbei ist jedoch zu beachten, daB vor der Hand 
h nur eine zur Bequeniliclikeit der Reclinuiig emgefiilirte HilfsgroBe 
ist und tiir das einzelne Spiel lediglicli insofern eine Bedeutnng besitzt, 
als dieses Bestaudteil eines ilassenspiels ist. Mit dieser Einschrankung 
wird man kein BeJenken tragen, in der GroBe li ein brauchbares MaJB 
fiir den Vorteil oder Xacliteil des Spielers A zu seken. 

§ 50. Die betraclitete Wertgleichung fiihrt^ wie man siekt^ zn 
dem gewoknlichen Hoftnungsansatz^ sobald n kinreickend groB ist. 
Wesentlich anJers stellt sick dagegen das Ergebnis, wenn nur ein 
isoliertes Spiel oder der Fall n = 1 in Frage kommt. Es kandelt 
sick daun inn die Wertgleichung aS == JJ, die bei der kerkommlicken 
Betracktungsweise durch die Substitution Sin S JS yerwandelt 
Trird. Da nun die Zeicken Sj U und S yoUig disparate Dinge be- 
deuteU; so ist es nack dem; was oben iiber die Teilung yon Wert- 
gieicbungen bemerkt wurde, sckleckterdings nickt erlaubt, die Sub- 
stitution etwa dadurck recktfertigen zu wollen; daB fur ein 

kinreickend grofies n die Gesamtkeit S U gleicli nS gesetzt werden 
darf , vielmekr muB der Beweis fiir die Beziebung U = Hj falls sie 
iiberhaupt zutritffc, aus den besonderen Umstanden des isolierten Spiels 
hergoleitet werden, Cm besser keryortreten zu lassen; was das be- 
sagen will, mdgen bestimmte Zahlenwerte eingefuhrt werden. Es sei 
z. B. S gleicli I Mark, G gleick 1000 Mark, W{G) gleich 0.00 1, so 
daB H gleich i Mark wird. Dann soil laut der Substitution TJ ^ S 
fur die ungewisse GroBe 7 /, die mtweder nichts oder 1000 Mark be- 
deutet, in dem isolierten Spiel unter alien Umstanden der bestmmte 
Betrag von i Mark gesetzt werden diirfen. Das ist aber unter alien 
Umstanden weiter nichts, als pure Willkiir, denn wer auf ein isoliertes 
Spiel eingeht, der stellt seine Sacke auf den Znfall: mtweder er ge- 
winnt oder er yerliert, ein Mittleres dazwischeii gibt es nickt — daruber 
kilft kein Grundsatz oder Lehrsatz der W.-R. kinweg. Des weiteren 
mutet die Gleichung S ^ S dem Spieler zu, er miisse auf Grund der 
matkematiscken Zufallstheorie die eine Mark, die er als sicheren Be- 
sitz in der Hand bait, gleick dem tausendsten Teile einer Summe 
ackten, die allerdings 1000 Mark betragt, die abei* nur bei einem gar 
nickt yorkerzusekenden Zusammentreffen yon Umstanden zur Ans- 
zaklung gelangt. Das ist ebenfalls bloBe Willktir. Hierans haben wir 
folgendes zu scklieBen: Wenn in einem gegebmen Falle fwr ein eimelnes 
Spiel die Wertgleichmg S — U von einem Spieler als annehmbar er- 
aclitef ivirdj so sind die fiir ein solcfies XJrteil majigehendm Grunde 
gar nieht Sadie der Zufallstheorie^ sondern des Tempm^amenfs. Der 
Eine kauft ein Lotterielos, weil er in seinem Herzen denkt, „weskalb 
solleu die schouen Treffer gerade bei meinem Lose yorbeigeken^^; der 
Andere bekalt sein Geld in der Tascke, weil er sick nack dem Sprick- 
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wort riclitet^ daB der Sperling in der Hand besser sei^ als die Tanbe 
auf dem Dacbe. 

Die bier erorterten Verbaltnisse liefern ein lebrreicbes Beispiel 
dafiir, wie unter Umstanden der einem Dinge gegebene Xame die 
Wirkung bat, daB dem Dinge Eigenscbaften beigelegt warden, die 
mit seinen erkennbaren Merkmalen nicbt notwendig zusammenbangen. 
Wenn das Prodnkt ans Gewinn tind Wabrscbeinliebkeit als matbe- 
matiscbe Hof6inng bezeicbnet wird, so ist das zunacbst weiter nicbts, 
als ein N’ame fur eben dieses Prodnkt. Weil nun aber das Ding 
„Hoffnung" beiBt, und weil es zugleicb als eine in Mark und Pfennigen 
ausgedriickte Geldsumine auftritt, so scbiebt sicb in der bergebracbten 
Darstellung unvermerkt die Auslegung unter, daB einer solcben Summe 
obne weiteres der gleicbe Wei-t innewobne, wie einem sicberen pby- 
siscben Besitz, der auf dieselbe Anzahl yon Mark und Pfennigen 
lautet. Icb mocbte die Vermutung wagen, daB diese Unterscbiebung 
weniger leicbt eingetreten ware, wenn man statt der Bezeichnung 
„matbematiscbe HofTnung" irgend ein an sicb nicbtssagendes Wort, 
wie z. B. Abrakadabra oder dergleieben gewablt batte. 

Man kann nun nocb fragen, wie sieb die Sacbe gestaltet, wenn n 
zwar groBer als Eins, aber nicbt so groB ist, das eine binreicbende 
Ausgleicbung des Zufalls eintritt. Die Antwort ergibt sicb aus 
folgender tTberlegung. In dem betracbteten Beispiel wird fiir die 
totale Hoffiiung h der Ausdruck S gesetzt, und zwar auf Grund 
der Substitution 

jB. = llU:n. (7) 

Diese Substitution ist mit einem Febler bebaftet, dessen Spielraum 
yon n abbangt. Ist n binreicbend groB, so ist der Febler belanglos; 
laBt man dagegen n abnebmen, so wacbst der zu befurcbtende Febler 
und erreicbt, scbon bey or n den niedrigsten Wert Eins annimmt, 
solcbe Betrage, daB die Substitution nicbt einmal mebr als Annaberung 
braucbbar ist. 

§ 51. Es ist yieUeicbt nicbt iiberflussig, im Anscblusse an die 
yorstebende Erorterung darauf binzuweisen, wie der Hof&iungsansatz 
uberall da beurteilt wird, wo ein Spiel nicbt als barmloser Zeityertreib 
Oder zur Befriedigung einer gef^-licben Leidenscbaft, sondem aus 
nucbterner Berecbnung untemommen wird. Die Spielbank scbreibt 
fur die Einsatze ein Maximum vor und weist Betrage, die darker 
binausgeben, einfacb zuriick. Denn sie betracbtet Falle, in denen 
ein einzelner wagehalsiger Spieler besonders bohe Sximmen setzen 
wiU, als Einzelspiele, die jedenfaUs nicbt oft wiederbolt werden kdnnen, 
und die desbalb aus dem Rabmen des Massenspiels, auf dem die 
Spielbank aufgebaut ist, berausfallen, Jene Zuruckweisung erfolgt 
uberdies trotz des Dmstandes, daB die Spielbank mit einem positiyen 
Hoffnungswerte arbeitet, also nacb dem Hofi&iungsansatze yon yom- 
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herein giinstiger gestellt ist als der Einzelspieler.^) In ahniicher Weise 
und aiis den gleicdien Griinden werden von vorsichtigeii Versicherungs- 
anstalfcen die ubermaBig hohen Risiken entweder einfach abgelehnt 
Oder aber dnroli das Mittel der Riickyersicliernng teilweise abgewalzt. 

Das Gegenstiick hierzn liefert die Stellung des Versichemng- 
nehmers: er spielt ebenfalls aus nuchterner Uberlegung und tr-otz 
des Umstandes; da6 sein Hoffnungswert negatiy ist, denn er erachtet^ 
ohne sich an die Hoifnungsregel zu keln*en, den Nachteil aus einem 
mdglichen, wenn auch wenig wabrscheinlichen Schaden far groBer^ 
als den sicheren physischen Yeiiust, den ihm die regelmafiige Zablung 
der Priinaien auferlegt, Dagegen tritt die Hoffnungsregel sofort in 
ihr Recht, wenn eine groBe Menge yon Risiken in der Hand eines 
und desselben Besitzers yereinigt ist. Wollte z. B. eine groBe Eisenbahn- 
gesellschaft ihren Besitz, der seiner Hauptmasse nach staiidig fiber 
weite Strecken zerstreut ist, in derselben Y^eise wie ein Privatmann 
versicheru, so wiirde sie das negative Vorzeiohen ihres Hofhungswertes 
sehr bald fiihlen; darum wird in solcheii Fallen die sogenannte Selbst- 
versicherung^) herangezogen. 

§ 52. FaBt man das Gesagte kurz zusammen, so kann man sagen: 
der Hoffnuugswert hat seinen guten Sinn bei einem Massenspiel, und 
zwar als eine Durchschnittsgrofie, die zur Eiieichterung der Rechnung 
eingefiihrt wird; er yerliert dagegen seine Bedeutung l3ei dem Einzel- 
spiel, weil bei diesem die Berechnuug eines Durchschnitts sinnlos 
wird. Damit kbnnen wir nunmehr auch das Petersburger Problem 
rasch erledigen. Auf der einen Seite wird bei diesem Problem der 
Einsatz nach der Hoffiiungsregel berechnet, die nur fiir ein Massenspiel 
Bedeutung hat. Auf der andern Seite sind die Spielbedingungen in 

I) Ein lehrreiches und zugleick ergotzliches GescMchtchen berichtet Mn, 
Herrmann in seinem Buche „J)ie Theorie der Versichening voni ivirtsehaftUclien 
Standpunlie, Wien, C. Koneyenj 1897*^ (Seite 20). Im Jahre 1853 gewann der 
an der Bank in Homburg spielende Charles Lucian Bonaparte, Fiirst von Canino, 
in zwei Tageu die Summe you 200000 Gulden, weil er stets mit dem Maximum 
spielte. Am Abend des zweiten Tages beschlich die Bank die Ahnung, dafi sie 
am andern Tage gesi^reiigt werden konnte. Als Bonaparte am Morgen dieses 
dritten Tages yrieder an der Bank erschien, um sein Spiel fortzusetzen, wurde 
er durch eine landgratliche Verordnuugilberrascht, welchein mehreren Abschriften 
an den Wiinden des Spielsaales affiehiert war und besagte, dafi das Maximum 
der Spielbank auf 2000 Gulden herabgesetzt worden sex, Angesichts dieses Aktes 
der Spielbanksouveriinit^t verliefi Charles Lucian Bonaparte sofort den Spielsaal. 
Bald nach seiner Abreise wurde das Maximum laut landgraflicher Yerordnung 
wieder auf 4000 Gulden erhdht. 

2) Yon manchen Schriffcstellern wird die Selbstversicherung nicht als eigent- 
liche Yersicherung angesehen, weil dazu eine grSBere Anzahl von beteiligten 
Personen erforderlich sei. In Wahrheit kommt es jedoch bei dem Yersicherungs- 
spiel nicht auf die Menge der Personen, sondem auf die Menge derjenigen 
Risiken an, die im Sinne der Zufallstheorie als voneinander unabhEngig an- 
zuseben sind. 
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siimreicher Weise so geregelt, daB eine fiir die Ansgleichung des 
Zufalls Mni'eichende Ausdehnung des Spiels nicht ernstlicli in Frage 
kommen kann, sobald die Zahl der verabredeten Wurfe einen irgendwie 
groBeren Wert annimmt, Wenn z. B. das Spiel auch nur auf lo Wiirfe 
verabredet wird, so ist die SB. des bocbsten Gewinnes 2^^ durch 
den Wert 

= I ; 1024 

gegeben. Die SB. fiir das Nicbteintreten des Gewinnes ist dann bei 
dem einzelnen Spiel gleich i — p und bei einer Reihe von in Spielen 
gleicb (i Folglich wird die SB., daB bei m Spielen der betrach- 

tete Gewinn wenigstens einmal vorkommt, durcb 

22 = I — (i — 

ausgedriickt. Der Verlauf dieser GroBe ist am rasckesten aus einem 
Tafelcben, wie dem folgenden, zn entnehmen. 

m = 500 600 700 800 900 1000 

S 3 = 0.39 0.44 0.49 0.54 0.58 0.62. 

Es sind also z. B. rund 700 Spiele notig, damit der Spieler A den 
hochsten Gewinn wenigstens einmal mit SB = 0.5 erwarten kann. 

Darans ergibt sick zur Geniige, daB der Widersprucb, den man bei 
der betrachteten Anfgabe finden zu miissen glanbte, nur yon einer 
verkehrten Anwendung der Hoflbiungsregel herruhrt, also in Wirklich- 
lichkeit nickt vorbanden ist. 

Die bier gegebene Klarlegung des besondern Verbaltens der 

Wertgleicbungen und — im Zusammenbange damit — des Peters- 
burger Problems bat ziemlicb lange auf sicb warten lassen und ist 
meines Wissens zuerst durcb von Kries gegeben worden. Vorber 
weist die Literatur, namentbcb die des acbtzebnten Jabrbunderts, 
mancberlei zur Losung des yermeintlicben Widersprucbs unternommene 
Versucbe auf, yon denen der bekannteste, namlicb die moralische 
Losung yon Daniel Bernoulli , bier nocb der VoUstandigkeit balber 
besprocben werden nioge. Icb will dabei der Darstellung folgen, die 
Laplace im ScbluBkapitel seiner „Tbeorie analytique . . gegeben bat. 

§ 53. Ein bestimmtes in Mark und Pfennigen ausgedrucktes, 
pbysiscbes Vermogen x bat fur seinen Besitzer einen gewissen sub- 
jektiyen Wert, der als das entsprecbende moralische Vermogen y be- 
zeicbnet werden soli. Um die Beziebung zwiscben x und y zu finden, 
wird festgesetzt, daB der unendlicb kleinen Anderung dx des Ver- 
mdgens x ein moraliscber Wert dy zukommen soUe, der einerseits 
proportional dx^ andererseits umgekebrt proportional zu x ist, so daB 

dy ~ Kdx : X 

wird, wo K eine positiye GroBe bedeutet, die yon den besonderen 
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Tlmstanden des Torliegendes Falles abMngt, Yon x aber unabbangig 
isi Dnrch Integration folgt bieraus 

y = Klogx + L, ( 8 ) 

WO L in deniselben Sinne wie K eine Konstante ist. 

Der vorstebende Ansatz ist offenbar nicbt frei Yon Willkiir, in- 
dessen kanri man ihn Yorlanfig als ^Arbeitsbypotbese^^ znlassen, -weil 
er in einfacher Weise darauf Riicksicbt nimmt, da6 der subjektiYe 
Wert Yon dx nm so kleiner ausfallen wird, je groBer das bereits 
Yorbandene Terra dgen ist. Ancb kann man sicb auf die Analogic 
mit anderen Gebieten berufen: das Weber^oho Gesetz fur die Sinnes- 
empfindungen miBt z. B. die SFarke einer Reizempfindung dnrch den 
Logarithrans der Intensitat des entsprecbenden pbysikaliscben Reizes, 
and man konnte die GroBe y ganz gut als den emigfundenen Wert 
Yon X bezeiehnen. 

Die Konstante L kann dureb passende Wabl der MaBeinbeit Yon x 
gleicb Null geraaclit werden: wir woUen sie desbalb weiterbin einfacb 
fortlassen. Die festgesetzt betracbten wir ein Gliickspiel, bei dem 
der Spieler A die Anderungen a% . . . seines anfanglicben Ter- 
mdgens r zn erwarten bat. Die SB SB. dieser Anderungen seien 
W{a), W{a'), . . ., also die Summe der W[a) gleicb Eins. Dann 
kommen als mogliche Endergebnisse des Spiels die Termogenswerte 

y = Kloglv + a), y' K\og{v -f a\ . . . 

in Betracbt, deren Erwartungswerte dnrcb die Produkte 
yW{a), y'W{a), ... 

gemessen werden, womit man fur die totale Erwartung den Ausdruek 
r_yTr(a) + ?/'TF(a ') + ... 

erbalt. Das pbysiscbe Termdgen X, das dem moraliscben Werte Y 
entspricbt^ ist durch 

Y ^ K log X 

gegebeu; so daB 

log X == W{a) log {v + a) -f- W{a') log {v + a') + •• • (9) 

wird. Die Diflerenz X — v liefert dann die moralische Hoffnung, die 
bei der vorbegenden Betracbtmigsweise an die Stelle der friiber be- 
nutzten matbematiscben HoflEnung tritt. 

Die GroBe Y hat, wenn man sie genauer ansiebt, offenbar folgende 
Bedeutiing. Man denke sicb, daB A das Spiel unbescbrankt oft aus- 
fubrt, und zwar Jedesmal mit demselben AnfangsYermogen v beginnend, 
dann ist T das arithmetisebe Mittel oder der Durebscbnitt aus alien 
mit denen die einzelnen Spiele abschlieBen. Hieraus folgt, daB sicb 
bei einem isolierten Spiel gegen den Gebraucb Yon Y genau dieselben 
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Einwande erlieben lassen, wie oben gegen die niathematiscbe Hoffiiung. 
Handelt es sicb dagegen um ein Massenspiel, so miiJBte man bei der 
Bereclmung von Y die Gesamtheit der einzelnen Spiele als ein einziges 
Spiel auffassen, da ja das Anfangsvermogen, das jedem nenen Spiel 
ZTigrunde zu legen ist, von dem Ausfall der vorbergegangenen Spiele 
abhangt. Wir wollen indessen bei diesen Einwanden nicbt verweilen, 
sondern vorerst znsehen, wie sicb jetzt die Losung des Petersburger 
Problems gestaltet. 

§ 54. Nimmt A das ^auf n Wiirfe verabredete Spiel bei dem 
Anfangsvermogen v mit dem nocb festzustellenden Einsatze x an, und 
soli ibm femer das Spiel, moraliscb gemesseUy weder Vorteil nocb 
Nacbteil bringen, so muB in (9) X gleicb v werden. Weiter sind, 
wenn das erste Bild beim p-ien Wurf erscbeint, das geanderte Yer- 
mogen und die zugeborige SB. durcb die Ausdriicke 

V — X 2^ und 2~-^ 


gegeben, vroraus in (9) der Term 

2'-P log {v — X + 2i‘) 

entstebt. Dazu kommt dann nocb der Pall, daB immer nur Scbrift 
geworfen wird. Dieser liefert das geanderte Yermogen v — x mit 
23 = 2“"^, woraus in (9) der Term 

2-” log(?; — x) 

entspringt. FaBt man nun zusammen und substituiert fur X das 
Anfangsvermogen v, so erbalt man damit zur Bestimmung von x die 
Bedingung 

logv ^ 2-^\og{v — x) + ^2-^\og{v — X 2P)j Q; == I, 2 ,. ..w). ( 10 ) 

p 

Es ist fiir unseren Zweck nicbt notig, nacb der Auflosung dieser 
Gleicbung zu sucben, sondern es Tvird geniigen, den EinfluB der 
boberen Gevrinne abzusebatzen. 

Da man in (10) die naturlicben Logarithmen obne weiteres durcb 
die gemeinen ersetzen kann, die mit Log bezeiebnet werden sollen, so 
kann man, wenn 

V = IV X 

gesetzt wird, sebreiben 

Log {tv + ic) = 2- ” Jjogw + 2 2--P Log + 2^). (i i) 

p 


Ziebt man biervon die mit hogw multiplizierte Gleicbung 

I = 2'-” + 2 2-P 
p 

ab, so wird 

T V* «T to + 2P 

Log-I- = S2-i» Log 


(12) 


w 
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worin Ton i bis n zu laufen bat. Berechnet man nun auf der 
rechten Seite fur ein gegebenes iv, z, B. fiir tv == 10000, die einzelnen 
Grlieder der Reihe, so erkennt man, da6 die boberen Glieder, die ja 
den boberen Gewiiinen entspreeben, zu dem Summenwert nur wenig 
beitragen und folgevreise aucb nur geringen EinfluB auf den Wert 
Ton X ausiiben werden. Der Einsatz x wird also sebr nabe so ge- 
funden, als ob die boberen Gewinne uberbaupt nicbt vorbanden waren. 
Gegen dieses Ergebnis ist naturlicb nicbts einzuwenden, indessen 
brauebt man nicbt erst den moraliscben Ansatz beranzuzieben, um bei 
der Beurteilung des Einzelspiels die Aussicbten des Spielers A von 
Tomberein einigermafien ricbtig zu wiirdigen. Wicbtiger als dieser 
Ilmstand ist jedocb ein anderer Punkt, der jetzt nocb besprocben 
TV'erden soli. 

Bildet man, zu dem allgemeinen Ausdruck (9) zuruckkebrend, 
mit der auf positive Werte bescbrankten Veranderlicben t den Ausdruck 

Z{f} *= W{a) log (2; + ta) + W{a') log(2; ta)-\ , 

so wird Z(o) = logi7, da ja die Summe der Tr((z) gleieb Bins ist. 
Femer erbalt man fiir Z{i) den Wert logX. Danacb ist X. groBer 
Oder kleiner als r, je nacbdem Z{i) groBer oder kleiner als Z{o) ist, 
d. b. das Yorzeicben der morabscben Hoffiiung X — v stimmt mit 
dem Yorzeicben der Differenz Z(i) — Z(o) iiberein. Bildet man nun 
die zweite Ableitung von Z nach f, so ist diese bestandig negativ, 
d. b. die erste Ableitung nimmt mit wacbsendem t bestandig ab. Fiir 
f = o nimmt die erste Ableitung mit der Abkiirzung 

h ^ aW{a) + a'W{a') + • - • 

den Wert h : v an, wobei h offenbar gleieb der matbematiseben 
Hoffnung ist LaBt man jetzt t von o bis i geben, so begiont die 
erste Ableitung mit dem Werte hi ist also in dem betraebteten 
Interval! durchvreg negativ, sobald h Null oder negativ ist In diesem 
Falle nimmt daber Zif) von Anfang an bestandig ab, d. b. die mora- 
Ksebe Hoffiiung X — ist sicber negativ. LaBt man ferner li liber Null 
binauswacbsen, so wird wegen der Stetigkeit das negative Yorzeicben 
von X — r anfangs nocb besteben bleiben und einen Wecbsel erst 
dann erfabren, wenn h einen gewissen positiven Wert erreiebt bat 
Daraus foigt, daB ein nacb der Bedingung Ji ^ o geordnetes Spiel 
far alle Parteien moraliscb naebteilig ist, und daB es femer kein 
Spiel gibi, bei dem nicbt wenigstens eine Partei moraliscben Hacbteil 
erleidet. 

Der vorstebende Satz ist haufig mit einer gewissen Empbase 
betont worden, weil er den matbematiseben ISTaobweis fur das Un- 
moraliscbe aller Gliicksspiele erbringe. Dabei bat man jedocb vergessen, 
daB die Yersicberung aucb zu den Glticksspielen gebort, und daB sie 
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eine wirtschaftlicli niitzliclie und oft: genng aucTi sittlieh wertvolle 
EinricMung ist. Wenn man einmal von den beiden bier besprochenen 
Losungen des Petersburger Problems die moraliscbe iiir die verniinf- 
tigere bait, so ist diese Bewertung logiscberweise aucb auf die anderen 
Glucksspiele auszudebnen, und es ware gerade bei der Versicberung 
eine ausgezeicbnete Gelegenbeit gegeben, die Vorziige der moraliscben 
Eecbnung einer beweiskraftigen Ernstprobe zu unterwerfen. Ein 
soleber Yersucb ist aber, da sein Ausgang vorberzuseben ist, wobl- 
weislicb niemals gemacbt worden. Us ist ja nicM undenl:har, dafi man 
in der TF.-i2. einmal auf FroUeme gf'fllhi wird, hei denen der mora- 
liscJie AnsaU angehraclit ist; einsiiveilen wird man ihn jedoch, soiceit 
mifallige lireignisse in Betracht Icommen, fiir eine Kiinsielei lialtm miissen^ 
die mr Beseitigung eines vermeinflichen WidersjmiicJis ersonnen iviirde, 
die aher hei der Anivendung aiif ernstliafte Binge nicixt Stkh halt 
DaB dagegen auf anderen Gebieten, also auBerbalb der W.-R., die von 
Daniel Bernoulli benutzte Vorstellung eine Bedeutung besitzen kann, 
ist oben bereits kurz erwabnt worden. 


Achte Vorlesung. 

Geometrische WahrscMnliclikeiten. 

§ 55 . Da die W.-R. ibrem Wesen nacb eine Haufigkeitsrecbnung ist, 
so sind ibre Metboden, wie scbon fruber bemerkt wurde, aucb bei 
solcben Aufgaben anwendbar, bei denen es sicb nicbt um zufallige 
Ereignisse im gewobnlicben Sinne dieses Wortes bandelt. Eines der 
interessantesten Beispiele dafiir diirfte die Anwendung der W.-R. in 
der kinetiscben Gastbeorie sein, deren Betracbtung uns allerdings iiber 
die bier gesteckten Grenzen bmausfiibren wiirde. Icb wiU micb des- 
balb darauf bescbranken, einige FaHe aus der Klasse der sogenannten 
geometriscben SBSB. zu bebandeln. 

Sind in einer Ebene zwei Kurven A und B gegeben, so kann 
man fragen, welcbe 5S5. dafiir bestehe, daB eine blindlings gezogene 
Gerade, wenn sie A trifft, aucb B trefPe, Zur Losung der Aufgabe 
bat man offenbar die Menge der Sekanten von A in eine Reibe von 
gleicbberechtigten Gliedern zu ordnen, dann daraus die Menge der 
gunstigen FaUe, d. b. der B treffenden Sekanten abzuspalten und 
scblieBlicb den Quotienten der beiden Mengen zu bilden. Man erkennt 
bierbei sofort, daB das Ergebnis wesentlicb von den Bedingungen 
abbangen whd, nacb denen man die Gleicbberecbtigung der Sekanten 
von A beurteili Diese Bedingungen sind, wenn es sicb, wie im 
Torliegenden Falle, um beliebig ersonnene Aufgaben bandelt, inner- 
balb gewisser Grenzen der Willkur uberlassen, so daB man jedesmal 
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bestimrat vorzuschreiben hat, wie die Grleichberechtigung bemessen 
werden soil. In dieser Beziehung wollen wir fur die weiterhin be- 
handelten Beispiele folgendes festsetzen. 

Handelt es sich um die Punkte einer Linie, so soli die Menge 
der Puiikte durch die Lange der Linie gemessen werden. Ebenso 
messen wir die Menge der Punkte eines Elachenstncks oder eines 
Korpers durch den Inhalt der Flache oder des Kbrpers. Da hiernach 
gleichgrofie Elemente dieser Gebilde jedesmal gleiche Punktmengen 
enthalten, so konnen wir auch sagen, dafi bei der getroffenen Be- 
stimmung die Yerteilung der Punkte iiberall die gleiche Dichtigkeit 
besitze. 

Um eine Menge von Geraden in einer Ebene abzuzahlen, schreiben 
wir zunachst die Gleichung der Geraden in der Gestalt 

xoosf+y^mf^a, (i) 

wo a das vom Nullpunkt der Koordinaten y auf die Gerade ge- 
fallte Lot und f die Richtung dieses Lotes bedeutet. Beschranken 
wir a auf positive Weiie, so hat /*, damit alle Geraden erhalten 
werden, den vollen Kreisumfang zu durchlaufen. LaBt man dagegen 
fiir a sowohl positive, wie negative Werte zu, so ist f auf einen 
Halbkreis zu beschranken. Die GroBen a und f denken wir uns als 
reehtwinklige Koordinaten eines Ebenenpunktes abgetragen und messen 
die Menge der Geraden, deren Parameter werte a, f zu alien Punkten 
eines gewissen Strokes der Ebene gehoren, durch den Inhalt eben 
dieses StOckes. Hiernach wird ein Element der betrachteten Geraden- 
menge durch das Produkt da • df gemessen. 

§ 56 . Nach diesen Pestsetzungen gehen wir jetzt zu einigen 
Aufgaben fiber, die sich auf Kurven in einer Ebene beziehen. Wir 
betrachten zunachst eine geschlossene Linie -4, die ohne Yerschlingungen 
verlauft und fiberall nach auBen konvex ist. Dann wird mit Rticksicht 
auf (i) die Menge M{A) der Geraden, die A treffen, dxu-ch die Summe 
der zu diesen Geraden gehorigen Elemente da • df gemessen. Bei 
der Berechnung dieser Summe beginnen wir mit der Summation 
nach a, betrachten also zuerst nur diejenigen Geraden 6 r, die zu einem 
festen f gehoren. Diese Geraden sind parallel, und die vom NtiU- 
punkte zu ihnen gezogene Senkrechte S hat die Richtung f Die 
Durchschnitte der betrachteten G mit der Senkrechten S bedecken 
auf der letzteren eine gewisse Strecke b, die nichts anderes als die 
gesuchte Summe der da ist. Die GroBe a tritt hierbei als eine 
langs S gezahlte Abszisse auf, die sowohl positiv, wie negativ sein 
kann. Ist P ein Punkt, der den Linienzug A einmal durchlauft, 
und projiziert man P auf 8, so durchlauft diese Projektion die 
Strecke 5 zweimal, und zwar in entgegengesetzten Richtungen. Be- 
deutet nun ds ein Bogenelement von A, und g die Richtung von ds^ 
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ist feruer /jo', das Zeichen fiir den absoluten Betrag der GroBe Xy so 
erbalt man fiir den absoluten Betrag der Projektion von ds auf S 
den Ausdruck 

j cos (/*— g) ' ds. 

Dieser Ausdruck, uber alie ds summiert, liefert den doppelten Betrag 
von hy so daB 

zfda^^ 2b =f cos (/* — //) ds 

wird. Daraus folgt fur das gesuchte M{A) die Darstellung 

2 Jlf (A) = 2/ da • df =f\ cos {f — g) ds • dfy 

in der naclx f tiber einen Halbkreis zu integrieren ist. IS'un wird, 
werm man jetzt zuerst nacb f integriert, und dabei f erst von g bis 
g + jTt und dann von g bis g % laufen laBt, 

f\ eos {f—g)\clf= 2, 
woraus die einfacbe Beziebung 

M{A) =fds = Umfang von A 

folgt. 

Die vorstebende Herleitung versagt, wenn A Einbiegungen oder 
Scblingen besitzt, weil dann die Projektion von ds einzelne Stellen 
von b mehr als zweimal bedeckt. In dieseni Palle denken wir uns 
um A einen Faden benimgelegt und straff angespannt, dessen Verlauf 
wir kurz die Umspanmng von A nennen woUen. Bezeicbnet U{A) 
der Einfacbbeit balber zugleicb die umspannende Linie und deren 
Lange^ so ist, wie man leicbt erkennt, jede Sekante von A aucb 
Sekante von U{A), und umgekebrt. Da nun fiir U{A) die obige 
Beweisfiihrung obne weiteres besteben bleibt, so wird jetzt 

3 I{A) « 3 I{U{A)) = U{A). (2) 

Diese Gleichung gilt aucb nocb fur eine ungescblossene Linie Ay wie 
man sofort erkennt, wenn man sicb A zweimal, und zwar in entgegen- 
gesetzten Ricbtungen, durcblaufen denkt und diese Punktbabn’ als 
eine ausgeartete gescblossene Linie ansiebt. Im besonderen wird, 
wenn A eine geradlinige Strecke von der Lange L bedeutet, Jf(A) 
gleicb 2L. 

Denkt man sicb fiir A einen unendlicb kleinen Kreis K gewablt, 
den man nacb und nacb an beliebige Stellen der Ebene verlegt, so 
bleibt die Menge der Geraden, die K scbneiden, immer dieselbe. 
Daraus folgt, daB die nacb (i) geordnete Verteilung der Geraden 
iiberaU die gleicbe Dicbtigkeit besitzt. 

§ 57. Ist B eine Kurve, die innerbalb der gescblossenen Kurve A 
liegt, so woUen wir jetzt fragen, welcbe SB, dafiir bestebe, daB eine 
blindlings gezogene Sekante von A aucb B treffe. Die Menge der 
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gleichberechtigten Falle wird durch U{A) gemessen, die Menge der 
gunstigen Falle durcli r(JS), folglich ist die gesuclite SB. gleicli dem 
Quotienten 

XJ{B):U{A), 

Aus der Torstehenden Formel lassen sieh Yerschiedene Folgerimgeu 
zielien. Eine horizoEtale Ebene sei iriit einem Gitter Yon aquidistanten 
Parallelen bedeckt, die den Abstand a besitzen; auf dieses Gitter wird 
eine Scbeibe B geworfen, die so gestaltet ist^ dafi sie nie mehr, als 
eine einzige Gittergerade treffen kann: gesucbt wird die SB., daB B 
eine der Geraden trifffc. Zn dem Ende denken wir uns zunacbst 
mit B einen umschlieBenden Kreis A Yom Durcbmesser a fest Yer- 
bnnden, dann wird A stets Yon einer der Geraden gescbnitten. Sind 
nun die geworfenen Orte des Ereismittelpunktes und ebenso die ge- 
worfenen Ricbtungen eines im Kreise festen Durchmessers gleicb dicbt 
Yertedt, so werden auch die Kreissebnen, die die Wnrfe ans den 
Gitterlinien ansscbneiden, gleicb dicbt Yerteilt sein. Dann ist aber 
die gesnchte SB. nicbts anderes, als die SB., daB eine Sekante des 
Kreises aucb die Scbeibe trifft, woraus 

SB = U{B ) : U{A) = U{B ) : 

folgt. 

LaBt man die Scbeibe in ein unendlicb scbmales Recbteck von 
der Lange L iibergeben, so wird 

^ = 2Lx a 7 C, (3) 

Will man die Yorstebende Formel experimentell priifen, so kann man 
als Reebteck eine diinne zylindriscbe Nadel benntzen und erbalt damit 
einen besonderen Fall des BuffomcAi&n Nadelproblems , dessen all- 
gemeinere Gestalt darauf hinauskommt, daB man statt des Parallelen- 
gitters ein aus kon^enten Mascben gebildetes Netz aufzeicbnet. 
Fiir die Formel (3) bat i?. Wolf eine Probe angestellt, indem er mit 
einer Nadel Yon 36 mm Lange 5000 Wurfe auf ein Parallelengitter 
Yon 45 mm Geradenabstand ausfiibrte. Die beobacbtete rH. der 
giinstigen Falle lieferte fur SB den Wert 0.5064, wabrend aus (3) 
der theoretiscbe Wert 0.5093 folgt. Die tJbereinstimmung zwiscben 
den beiden Zablen ist, worauf icb an dieser Stelle nicbt naber ein- 
gehen will, als befriedigend anzuseben.^) 

§ 58. Die betracbtete Formel laBt nocb eine andere Folgerung 
zu, die zu der statistiscJim Metbode fur die Rektifikation Yon KnrYen 

1) In dem Buche von E, Czuher „Geometriscbe Wabrscbeinlicbkeiten und 
Mittelwerfee‘* (Leipzig, B. G-. Teubner, 1884) ist eine sebr reicbbaltige Znsammen- 
stellung von Untersucbungen Uber geometriscbe H§.ufigkeiten gegeben. Eben- 
daselbst (Seite 84flg.) findet man aucb n’aberes iiber das Nadelproblem und die 
Yersucbe von B. Wolf. 
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fulirt. Der Quotient der beiden Umfange V{A) und ViB) stellte 
sicb als Quotient Ton zwei unendlichen Sekantenmengen dar^ woraus 
zu seblieBen ist, daB man einen genaherten Wert des Quotienten 
erbalten wird, wenn man statt der stetig veranderlichen Sekanten eine 
gleichmaBig angeordnete, diskrete Menge zugrunde legt und an dieser 
die geforderten Auszablungen vomimmt. Soli auf diese Weise z. B. 
der Wert von TJ{B) fiir eine gezeiclinete Figur B gefunden werden, 
so kann man folgenden Weg einscblagen. Man zieht um B einen 
umschlieBenden Kreis A von passendem Durcbmesser, legt auf die 
Zeicbnung ein durchsichtiges Blatt mit einem Parallelengitter von 
z. B. I mm Geradenabstand und zahlt bei dieser Lage des Blattes 
die Menge der Gittersekanten von A und B ab. Dann dreht man 
das Blatt um einen aliquoten Teil des Halbkreises, zahlt wieder, und 
fahrt mit dem Drehen und Zahlen fort, bis man zu einer letzten 
Stellung des Blattes gelangt, von der aus die nachstfolgende Drehung 
wieder auf die Anfangsrichtung der Parallelen zuruckfiiliren wtirde. 
Nachdem diese Zahlungen erledigt sind, erhalt man den genaherten 
Quotienten von TJ{B) durch Z7{-4), vrenn man die gezahlte Gesamt- 
menge der J5-Sekanten durch die entsprechende Menge der ^.-Sekanten 
dividiert. Daraus folgt dann ohne Miihe der Wert von TJ{B)j weil 
ja der Wert von TJ{A) unmittelbar aus dem Durchmesser von A zu 
finden ist. 

Sieht man sich das beschriebene Verfahren genauer an, so erkennt 
man leicht, daB der Kreis A in Wirklichkeit gar nicht gezogen zu 
werden braucht, und daB man TJ{B) findet, wenn man aus den fiir 
jede Blattlage gezahlten Mengen der JB-Sekanten das arithmetische 
Mittel bildet und letzteres mit 7t multipliziert. Fiigt man femer zu 
der fur die einzelne Blattlage gezahlten Menge jedesmal die, in Brueh- 
teilen des Millimeters ausgedriickten, Pfeilhohen der in der Regel 
iibrigbleibenden auBersten Segments von B hinzu, so hat das dieselbe 
Wirkung, als wenn das Gitter statt des Geradenabstandes von i mm 
einen solchen von o.i mm besaBe. Dadurch vrird offenbar eine Er- 
hohung der Genauigkeit der Abz’ahlungen erreicht, wahrend im tibrigen 
der Grad der Annaherung von der Anzahl der benutzten Blattlagen 
abhangt. 

§ 59* Wir betrachten jetzt zwei konvexe J^iguren A und JB, die 
einander ausschlieBen, und fragen nach der Menge der Geraden, die 
A und B gleichzeitig treiBfen. Zur Losung der Aufgabe denken wir 
uns A und B gleichzeitig durch einen straffen Paden umspannt, was 
auf doppelte Art geschehen kann, namlich einmal mit einer Kreuzung 
zwischen A und "B, sodann aber auch ohne Kreuzung. Die Lange 
des ersten Padens nennen wir X, die des zweiten Y und bezeichnen 
die zwischen A und B von den Paden abgegrenzten Ebenenstiicke 
mit 0, B^EyF in der aus umstehender Pigur ersichtlichen Weise, 
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Fiir die Sekantenmengen und die Umspannungen der seeks vorliegen- 
den Ebeneustucke benutzen wir wie bisher die Zeichen M{A ), . . . 
nnd VIA ), . . in der gleicben Weise gebrauchen wir die Zeicken 

M{A + C), . . . 
und U{AA 
um die M und If 
der durck Zusam- 
menlegung yon A 
und C , usw. er- 
kaltenen Ebenen- 
stucke A + usw. 
anzugeben. End- 
lick soli das 

Zeickeii M{F, Q) die Menge der Greraden bedeuten, die zwei Piguren 
P und Q gleickzeitig treffen. 

Jede Sekante von A ist auck Sekante von A-A C, und das 
gleicke gilt von den beiden Piguren B und P + P. Ebenso ist jede 
gemeinsame Sekante von A und B zugleick auck gemeinsame Sekante 
der Piguren A+C und P + P. Betracktet man ferner eine ge- 
nieinsaine Sekante S von A + C und P + P, so erkennt man aus 
der Pigur, daB S auck gemeinsame Sekante von A und P ist, denn 
eine Gerade, die zwar C und P, nickt aber A und P trifft, kann 
nickt gezogen werden. Infolgedessen wird 

M{A, B) = M[A A a, B+ P), (4) 

so daB wir bei unserer Aufgabe an die Stelle von A und P die 
Stiicke A + C und P + P setzen diirfen. 

Die Sekantenmenge M{A+ C) laBt sick in zwei Teile spalten, 
je nackdem von der einzelnen Sekante auck P + P getroffen wird 
Oder nickt. Mit Riicksickt kierauf konnen wir die unmittelbar ver- 
standlicke Gleickung 

3I{A + C)^ 3I{A + C,B + D) A 31{mxr A + C) 

ansetzen, der dann auf der anderen Seite des Ejreuzungspunktes die 
Gleickung 

Jf(P + P) ^ 3I{A + (7, P + P) + M{mir P + P) 

entsprickt. Addiert man beide Gleickungen und beacktet dabei die 
Beziekungen 

Jf(A + C)= P(A -f-C), 3I{B+]))^U{B + I)), 

U{A + q+U{B + JD)^X, 
so kann man sekreiben 

X^M{A + C,JB + D) + Z, (5) 

Z=‘M{A + C,B + D) + Miiim A+C) + M{mxiB + I)). 
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Betrachtet man jetzt die Figur P == -f- C -f so besteht P 

offenbar aus zwei konvexen Blattem, die in einer Spitze zusammen- 
Mngen. Die Sekantenmenge -ir(P) laBt sich in <kei Bestandteile 
gliedem, je nacbdem nur das erste Blatt oder nur das zweite oder 
aber beide getroffen werden. Danach ist Z nicbts anderes als J}/(P). 
Femer ist P(P) durch den Faden Y gegeben, also 

Y. 

Damit liefert aber die Verbindung von (4) und (5) die einfacbe Gleichung 

J/(jL,P) = X - r. (6) 

§ 60. Des weiteren wollen wii* nun nocb nach der Menge X 
der Geraden fragen, die zwischen A und li £rei bindurcbgehen. Die 
Menge J/(P) oder Y enthalt folgende Bestandteile: i) die Menge 
2 ) die Menge M{A) unter AusscUuB von MIA^ P), 3) die Menge 
M{B) unter AusscbluB von M{A, B), 4) die Menge 2I{A, B). Dem- 
gemaB setzen wir an: 

Y K + JI(nur A) + J/(nur B) + 3I{Ay B\ 

femer 

3I{A) = iX(nur A) + 3I{A, B), 

3I{B) = JP(nur B) + 3I[A, B\ 

woraus zunachst 

r = N + 3I{A) + lf(P) ~ 3I{A, B) 

U{A) + U{B) Y) 

und schKeBlich 

K^X-U{A)-U{B) (7) 

folgt. 

Wenn die beiden Figuren A und B tibereinander greifen^ so 
betrachten wir zunachst das Ebenensthck Qy das von A und B, sei 
es allein, sei es gemeinsam, uberdeckt wird, und setzen an: 

3f{Q) = Jf(nur A) + 3/(nur B) + 3I{Ay B) 

== [Jf(nur A) + M{Ay P)] + [JI(nur P) + 3i{AyB)] ~ 3I{AyB), 

Da nun 3I{A) aus den beiden Mengen iLf(-c4, P) und itf(nur A) besteht^ 
und entsprechendes fiir JX(P) gilt, so wird 

3I{Q) = 3I{A) + 3£{B) ^ 3£{Ay P), 

woraus 

3f{Ay B) = U{A) + V[B) U{Q) (8) 

folgt. 

§ 61. Im Anschlusse an die bisher behandelten Aufgaben unter- 
suchen wir noch die Menge der Sehnittpuntte zwischen den Sekanten 
einer konvexen Figur Ay die den TJmfang U und den Inhalt J besitzt. 
Die Geraden der Ebene lassen wir wieder durch die Gleichung 

X Gos f + y Bin f= a 

Bruns, Wnhrscheinlichkeitsxeclinuiig. 
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von cleii Parameteni a unci f abliangen und denken uns eine bestimmte 
Geradenmfinge F dadurcb abgegrenzt, daJB wir die Geraden einem 
gewissen Bedingungssjstem C unterwerfen. Dann ist F gleicb der 
Summe der Elemente da • df, die den Bedingungen C geniigen. Des 
weiteren denken wir uns die Menge P wiederholt, bezeichnen sie 
jedoch jetzt zum TJnterschiede mit Q und ibre Parameter durcb h, g 
an Stelle von f. Das zu da • df gehorige Mengenelement P erzeugt 
mit den Geraden des Mengenelementes dh • dg von Q eine Anzabl 
von Durchschnittspunkten^ deren Menge wir durcb das Produkt 

{da . df){dh • dg) (9) 

messen. Urn die Menge M der Durcbscbnitte zwiscben den Geraden 
von F zu erbalten^ sucben wir die Menge N derjenigen Durcbscbnitte 
auf, die die Geraden von P mit denen von Q erzeugen. Zu dem 
Ende ist das Produkt (9) iiber aUe Parameterwerte zu summieren, 
die den vorgescbrieben Bedingungen C geniigen. Hierbei tritt der 
Durchschnitt zwischen z^vei beliebig herausgegriffenen Geraden F und 
(x jedesmal doppelt auf, indem das eine Mai F m P und G zu Q, 
das andere Mai F zu Q und G zu P geboren kann. Danacb ist F 
gleicb 2 J/ und 

2 Jf == fda dfdh dg, (10) 

wo die Integration fiber alle den Bedingungen C geniigenden Paranieter- 
werte auszufubren ist. 

Als Bedingung C scbreiben wir jetzt voi% daB die Geraden von 
P Sekanten von A sein sollen. Halten wir zunacbst h und g fest, 
summieren also zuerst nach a und f, so wird die Summe der Elemente 
da • df gleicb der Menge der Sekanten von A oder gleicb dem Umfang U, 
folglicb ist 

2jf= Ujdhdg. 

Hieraus ergibt sicb, wenn nun nach h und g summiert wird, 

2 JI= UK (ii) 

Die Menge M zei-fallt in zwei Bestandteile M^ und M^, je naeh- 
dem die betrachteten Schnittpunkte innerhalb oder auBerhalb A liegen. 
Um diese beiden Teilmengen zu finden, hat man wieder das Produkt 
(g) zu summieren, jedoch mit der engeren Bedingung, daB die Sekanten- 
schnitte zu 1 ^. oder gehoren miissen. Wir halten hierbei zunacbst 
wieder h und g fest und bezeichnen die von der Gferaden (6, g) er- 
zeugte Sehne von A mit 8 . Dann kommen bei der Berechnung von 
Jfj unter den Geraden (o, f) nur diejenigen in Betracht, die 8 treffen. 
Die Menge dieser Geraden ist gleicb der Umspannung von 8, also 
gleicb 28, wenn wir unter 8 zugleich die Sehnenlange verstehen. 
Damit wird 

2 M,=f 2 Sdbdg. 
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Summiert man liierin bei festem g zuerst nacb so ist die Sum me 
der Produkte 8 • dh gleich deni Inhalt J der Figur denn die dl) 
sind die Abstande zwischen den aufeinander folgenden 8 . Daraus folgt 

= jJ dg = ( 12 ) 

und weiter 

234=2j/^2Ji.= lP^27tJ. ( 13 ) 

Die Menge dividiert durch die Flache J liefert die mittlere 
Dichte der inneren Schnittpunkte. Diese ist nacli ( 12 ) gleich tc, 
Zeichnet man nun innerhalb A einen beliebig kleinen Bjreis mit dem 
Inhalt Ky so ist jede Sekante von K auch Sekante von A. Daraus 
folgt, daB von der Menge ebensoviele Schnittpunkte in K fallen, 
als die Menge der inneren Sekantenschnitte der fiir sich betrachteten 
Figur K betragt, d. h. innerhalb K liegt von der Menge die 
Teilmenge tcK. Damit wird die mittlere Dichte der in K fallenden 
Schnitte wieder gleich tc, also ist, wenn K unendlich klein ge- 
wahlt wird, die Dichte der Schnitte iiberall konstant und gleich 
§ 62 . Urn die Schnittdichten fiir zu erhalten, betrachten wir 
eine unendlich kleine geradlinige Strecke von der Lange S, die 
auBerhalb A auf einer Sekante von A liegt. Die Sekantenmenge, 
die 8 trhBft, wird nach ( 6 ) gleich der Differenz zwischen der gekreuzten 
und der ungekreuzten gemeinsamen Umspannung von A und 8. Ist 
nun h der Winkel zwischen den beiden von 8 aus an A gezogenen 
Tangenten, sind femer jp und g die Winkel zwischen diesen Tangenten 
und 8, so wird jene Differenz, wie man leicht aus einer dafiir zu 
zeichnenden Figur erkennt, gleich 

28 8 cosjp ~ 8 cos q. 

Dies vorausgeschickt betrachten wir einen unendlich kleinen Kreis 
mit dem Inhalte K auBerhalb A und fragen nach der Menge N der 
Schnitte, die von innerhalb K fallen. Zu dem Ende ist in dem 
Ausdrucke 

2 N = Jdadfdhdg 

fiber alle Greraden {a,f) und (b^g) zu summieren, die gemeinsame Se- 
kanten von A und K sind. Halten wir zunachst wiederum & und g 
fest, so wird auf der Greraden (p,g), die ja Sekante von A sein muB, 
von dem Kreise K eine gewisse Sehne 8 ausgeschnitten. Die Menge 
der 8 treffenden Sekanten von A haben wir bereits ermittelt und 
man erhalt damit 

zN -= /{zS— 8 cosj) — 8 cos q)dldgy 

wo die Winkel p und q die vorhin angegebene Bedeutung besitzen. 
Summiert man weiter nach b bei festem so bleiben hierbei p und 

6 * 
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koiistant, ferner ist die Summe fiber die Produkte S • db gleich 
also wird 

2 JS"" ==^ fK {2 — cos p — cos q) dg, 

Hierin sind die gleichzeitigen ijiderungeix Ton g^p^ g, vom Yorzeicben 
ahgeseheii, einander gleicb^ femer bat g^ wenn h die oben angegebene 
Bedeutang besitzt;, von eiiiem gewissen Anfangswerte g bis g + h zu 
geben, wabrend sicb p uiid g dabei in einem Intervall mit den Grenzen 
o and h bewegen. Darans folgt 

iN ^ K{ 2 h — sin h — sin Ji), 

JS' = Kill — sin h\ 

womit sicb fur die Scbnittdicbte an der Stelle K der Ansdruck 

h — sin Ji 

ergibt. 

Ist dF das Flacbenelement einer auBerbalb A gezeicbneten Figur JB, 
femer, v'ie vorbin, h der Winkel zwiscben den von dF ans an A 
gezogenen Taugenten, so fallt von der Menge 31^ in die Figur JB 
die Scbnittmenge 

Jill — sin li) dF. 

Debnt man li iiber das ganze auBerbalb A gelegene Gebiet aus, so 
erbalt man die Scbnittmenge 31 also ist 

r* - 2a J = 2 J4 = 2/{7i - sin h) dF, 

WO die Integration fiber die ganze Flacbe auBerbalb A zu erstrecken 
ist. Die vorstebende elegante Formel riibrt von Crofton ber. 

Es bedarf keiner besonderen Darlegung, wie sicb die gefundenen 
Beziebungen in Satze fiber S5B-Gr6Ben umdeuten lassen. Femer siebt 
man, wie sicb bei weiterer Yerfolgung des eingescblagenen Weges 
Aufgaben stellen lassen, bei denen Gerade und Ebenen im Raume 
mit krummen Oberflacben und Raumkurven in Verbindung gebracbt 
werden. Da jedocb die gegebenen Beispiele genfigen, um das Wesen 
der Metbode deutbcb zu machen, so verweise icb beziiglicb weiterer 
Ausfubrungen auf das oben genannte Werk von Cmher. 


Neunte Vorlesung. 

Anwendungen nnd Fragestellungen. 

§ 63. Mustert man die Anfgaben, die seither in den Lelirbucliem 
der W.-R. gewissermafien den eisemen Bestand von Beispielen ge- 
bildet haben, so begegnet man neben den bisher behandelten Gegen- 
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standen in der Hauptsache noch den Untei'suchnngen iiber Fehler- 
theorie, Versicliernngswesen und Statistik. sowie iiber die Wahrschein- 
liclikeit von Zengenaussagen und Abstimmungen. Xnn bat die 
Behandlnng der drei znerst genannten Gegenstande im Laufe der Zeit 
einen Gang genommen, der sie weit liber die Eolle einer blofien Nutz- 
anwendnng der W.-R. binaushebt; in diesen, zu selbstandigen Dis- 
ziplinen erwacbsenen Untersuchungsgebieten ist die W.-R. nnr ein 
Hilfsmittel, und zwar nur eines neben verschiedenen anderen. Die 
Sacbe liegt abnlicb, wie zwiscben der Trigonometrie einerseits und 
der Geodasie oder der spbarischen Astronomie andererseits: es wird 
niemand mehr einfallen, den Inhalt der zuletzt erwahnten Wissen- 
schaften einem Lehrbuche der Trigonometrie als bloBe Nutzanwendung 
anzuhangen. Aus diesem Griinde soil bier die Fehlertbeorie und das 
Versicberungswesen beiseite bleiben, und von der matbematiscben 
Statistik nur das Grundproblem beriibrt werden, weil damit ein 
nattirlicber Ubergang zu der Aufgabe der KoUektivmaBlebre gegeben 
ist. Zuvor moge jedocb die Wabrscheinlicbkeit von Abstimmungen 
und Zengenaussagen besprocben werden, da dieser Gegenstand in ge- 
wisser Hinsicbt recbt lebrreicb ist. 

Die Anwendung der W.-R. auf die Ergebnisse von Abstimmungen 
und Zengenaussagen ist zuerst von Condorcef^) unternommen und von 
Lajylace in der dritten Ausgabe seiner ^^Tbeorie analytique . . weiter 
verfolgt worden. Spater hat dann nocb Foisson in einem besonderen 
Werke^) den Gegenstand ausfiibrlicber behandelt. Um deutlicb zu 
macben, worauf es bierbei ankommt, diene folgendes einfacbe BeispieL 

Aus einer groBeren Liste von Gescbworenen, die kurz die gro^e 
Jury beiBen moge, wird fur eine bestimmte Verhandlung eine Meine 
Jury von zwolf Mitgliedern ausgelost, die das verlangte Verdikt tat- 
sacbbcb zu fallen bat. Wir woUen uns nun denken, daB der vor- 
gelegte Fall von der groBen Jury beurteilt werde, und daB bierbei 
jedes Mitglied seine Stirame mit „scbuldig" oder ,piicbtsebuldig" un- 
abbangig, d. b. obne vorbergegangenen Meinungsaustauscb mit den 
anderen Mitgliedern, abzugeben babe. Das Ergebnis dieser Ab- 
stimmung, bei der S die Anzabl der „scbuldig^^ und AT die der „nicbt- 
scbuldig^^ sein soil, woUen wir als das ,,ma6gebende^^ TJrteil bezeicbnen. 
Dann wird das TJrteil der kleinen Jury, das wir uns auf dieselbe 
Weise, mit $ „scbuldig^^ und n „nicbtscbuldig“, zustande gekommen 
denken, einerseits von den Zablen 8 und N, andererseits von dem 
Ausfall der Losziebung, d. h. vom Zufall abhangen, also imter Um- 
standen ganz anders, als das maBgebende TJrteil, ausfallen konnen. 

1) Condorcet^ Essai sur Tapplication de Tanalyse a la probability des deci- 
sions rendnes a la plurality des voix. Paris 1785. 

2) Foisson, Eecbercbes sur la probability des jugements en matiere criminelle 
et en matiere civile. Paris 1837. 
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Da dieses Hmeinspieien des Zufalls unleugbar einen Mangel der ganzen 
Einriclitung bedentet, so kann man sicb die Aufgabe stellen, den 
nachteiligen EiniiuB der Losziehung genauer zu untersuchen und 
durcli passende Festsetzung der fui* die Verurteilung yorgeschriebenen 
Majoritat mdglichst bernnter zu driicken. Man gelangt damit zu 
einer klaren Aufgabe der W.-E., die sich auch sofort auf das Urnen- 
scbema reduzieren laBt^ indem man fragt, wie groB ist die SB., daJJ 
aus einer Time, die S scliwarze und N weiBe Kugeln entbalt, s schwarze 
und n weiBe Kugeln gezogen werden, wenn die gezogene Eugel nicbt 
zuriickgelegt wird. 

Sollen nun die Beziehungen und Formeln, die man auf dem ein- 
geschlagenen Wege erlangen kann, praktiscb verwertet werden, so ist 
zuerst die Vo3*frage zu erledigen, ob die bei der Herleitung gemachten 
Yoraussetzungen in der WirklicHkeit aucb zutrefifen. Hierbei kommt 
im wesentlicben nur die oben angefubrte Annabme in Betrackt, daB 
die einzelnen Stimmen unabhangig yoneinander abgegeben werden 
sollen. Diese Annabme ist nun aber in Wirklicbkeit nicbt erfullt, 
denii das Verdikt erfolgt stets nacb einem mebr oder minder leb- 
baften Meinungsaustauscb zwiscben den Mitgliedem der kleinen Jury. 
Infolgedessen mufi man bei den nicbt ganz zweifelsfreien Fallen, 
derentwegen ja die in Rede stebende Untersucbung angestellt wird, 
mit dem Umstande recknen, daB bei einzelnen Mitgliedem der Jury 
das Votum recbt wesentlicb dayon abbangt, mit welcben anderen 
Mitgliedem sie durcb das Los zusammengefubrt worden sind. Oder 
mit anderen Worten: unter den zwolf gezogenen Kugeln sind solcbe, 
deren Farbe im yoraus gar nicbt bestimmt ist, sondern yon der Farbe 
der anderen gezogenen Kugeln in einer matbematiscb scblecbterdings 
nicbt zu erfassenden ^Yeise abbangt. Damit kommt in die Frage ein 
Element binein, das die ganze Eecbnung fur eine emstbaft zu nebmende 
Anwendung unbraucbbar luacbt und weiter nicbts ubrig laBt, als eine 
biibscbe Recbeniibung. ^ j 

§ 64. Die yorstebenden Bemerkungen legen die Frage nabe, wie 
deim ein solcber MiBgriff — anders kann man die Sacbe nicbt nennen 
— iiberbaupt zustande kommen konnte. Die erste Veranlassung dazu 
ist wobl in der rationalistiscben Auffassung zu siicben, die einen ber- 
yorstecbenden Zug an den geistigen Stromungen des acbtzehnten Jabr- 
bunderts bildet; es gait als ausgemacbt, daB eine streng yernunft- 
gemaBe Gestaltung aller Yerbaltnisse des menscblicben Lebens nicbt 
nur geboten, sondern aucb erreicbbar sei. Fur diese Anscbauung gait 
dann weiter die mathematiscbe Analysis als das gegebene und un- 
bedingt wirksame Hilfsmittel der Untersucbung bei alien denjenigen 

I) Ein nUheres Eingeken auf die Poissonsche Arbeit findet sich in der zn- 
treifenden Kritik, die von Enes (a. a. 0 . S. 253 fig.) an der herkSmmlichen Be- 
handlung des vorliegenden Gregenstandes geiibt hat. 
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Dingen, bei denen auch Zabl und MaB in Frage kommt. Von bier 
aus war nur nocb ein kleiner Scbritfc, eine unbewufit yollzogene Unter- 
schiebung, erforderlich, um zu der Yorstellung zu gelangen, daB eine 
Aufgabe, wie die vorbin besprocbene, einer einwandfreien matbe- 
matiscben Losung fabig sei. Bei den Gliicksspielen namlieb oder, 
allgemeiner gesprocben, bei den Vorgangen, die mit Sicherbeit auf 
das Umenscbema reduziert werden kdnnen, batten — das wuBte man 
— die Begriffe Zufall und Wabrscbeinlicbkeit einen guten Sinn und 
fiibrten bei weiterer Entwickelung auf Satze^ die die Probe der Er- 
fabrung ausbielten. Daraufbin yoUzog sicb nun, und zwar recbt friib, 
die Unterscbiebung, daB die Satze der W.-R. scblecbtbin iiberall da 
anwendbar seien, wo uberbaupt von Zufall und Wabrscbeinlicbkeit 
die Rede ist. Die Priifuug, ob denn die fiir die Zufalle und Wabr- 
scbeinlicbkeiten eines Gliicksspiels cbarakteristiscben Merkmale jedes- 
mal yorbanden seien, wurde einfacb unterlassen. Recbt bezeicbnend 
bierfiir ist ein Beispiel fiir die SB. yon Zeugenaussagen, das wir nun- 
meki' nocb beriibren wollen. 

Aus einer Urne, deren Kugeln fortlaufend die Nummem i, 2, 3, . . . 
tragen, wird einmal gezogen; ein Augenzeuge sagt aus, daB die 
Jfummer h gezogen worden sei; gesucbt wird die SB. fur die Wabr- 
beit dieser Aussage, Bei der Bebandlung der Aufgabe werden zu- 
nacbst yier Falle unterscbieden, die dadurcb entstehen, daB man yier, 
paarweise entgegengesetzte, Moglicbkeiten kombiniert, namlieb i) der 
Zeuge irrt oder irrt niebt, 2) der Zeuge liigt oder liigt niebt. Die 
yier Falle sind dann: i) Irren und Ltigen, 2 ) Irren und Nicbtlugen, 
3) Nicbtirren und Ltigen, 4) Nicbtirren und Nicbtlugen. Des weiteren 
werden fiir diese yier Moglicbkeiten scblankweg bestimmte SB-Gro6en 
angesetzt, obne Riicksiebt auf die Frage, ob das uberbaupt einen 
Sinn babe. DaB man fiir das Irren und Nicbtirren eine bestimmte 
SB. ansetzen diirfe, kann man allenfalls nocb zugeben, streng ge- 
nommen allerdings nur danu, wenn es sicb dabei um rein psyebo- 
pbysisebe Vorgange bandelt, und selbst bei diesen liegen nacb 
Ausweis der Erfabrungen, die man in der Psyebopbysik mit der so- 
genannten Metbode der riebtigen und falscben Falle maebt, die Ver- 
baltnisse sebr yiel yerwickelter, als bei den Ziehungen aus einer Ume. 
Dagegen yermag icb niebt zu yersteben, wie man das Ltigen oder 
Nicbtltigen mit dem Zieben einer weiBen oder sebwarzen Kugel in 
Parallele stellen kann — man miiBte denn ein Indiyiduum yor sicb 
baben, das auf auBere Anreize bin rein reflektoriscb mit Ltigen oder 
Nicbtlugen reagiert. Solcbe Indiyiduen konnen allerdings yorkommen, 
man pflegt sie aber niebt als geistig normal zu betraebten. 

Es kann niebt zweifelbaffc sein, daB Beispiele, wie die genannten, 
aus den Darstellungen der W.-R. entweder einfacb auszumerzen oder 
docb bbebstens aus bistoriseben Rticksiebten als abscbreckende Falle 
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mitzunehnjen sind. Selbstverstandlich ist damit nicht gesagt, daB nun 
etwa anch statistische Aufzeiclinungen, z. B. fiber die Verdikte der 
vSchwurgericbte, wertlos seien, derm statistiscbe Angaben sind beob- 
acbtete TatsacbeU; die unter Umstanden und bei ricbtiger Deutung 
wiehtige Aufsclilusse geben konnen. Nur mufi man sicb davor buten, 
jede Zahl, die bei einer statistiscben Untersuchung als eine rH. auf- 
tritt, zugleich aucb als eine SS-GroBe zu betrachten. Denn die Bildung 
der 3 S-GroBen setzt stets das Yorbandensein einer Reibe gleicbmbg- 
licber Falle voraus, die einander ausscbliefien und voneinander un- 
al)haiigig sind; es niiissen also jedesmal ausreicbende Griincle fiir die 
Zulassung einer soicben Yoraussetzung vorliegen. 

§ 65. Unter den Anwendungen der W.-R. waren oben aucb 
Fragen aus dem Gebiete der Statistik genannt worden. Die bierber 
gebdrenden Aufgaben besitzen das gemeinsame Merkmal, daB die zu 
untersucbenden 2 B-GrdBen you unbekannten Ursacben abbangen, also 
aus den beobacbteten Ergebnissen gewisser Yersucbe abgeleitet werden 
miissen. Damit gelaugen wir zu denjenigen Anwendungen der W.-R., 
die wir friiber als eine besondere zweite Klasse Yon den Fallen mit 
bekannter Ursa(jbe abgetreunt batten. Die Bayessdien Satze, die dabei 
berangezogen zu werden pflegen, baben wir bereits in der dritten Yor- 
lesung (§ 19 flg.) kennen geleriit; ibre praktiscbe Braucbbarkeit ist 
an die Yoraussetzung gekniipft, daB man es mit ^groBen Zablen^^ oder, 
uin es bezeicbnender ausziidriicken, mit Massenheohachtimgen zu tun 
babe. Die Wicbtigkeit dieser Bedinguiig ist iibrigens unmittelbar 
einleucbtend, denn wenn z. B. das FiillungsYerbaltnis einer Urne, die 
weiBe und scbwarze Kugeln enthiilt, aus Ziebungen mit zuriickzulegen- 
der Kugel ermittelt werden soli, so ist niemand daruber im Zweifel, 
daB einige wenige Ziige bocbstens die GewiBbeit you dem Yorbanden- 
sein der gezogenen Farben geben, dagegen fiber das Ffillungsverbalt- 
nis nur eine ganz unsicbere Aussage zulassen. 

Massenbeobacbtungen Yon der bier in Betracbt kommenden Art 
wird man Yorzugsweise dort zu sueben baben, wo umfangreicbe Reiben 
Yon Einzelfallen nacb „statistischer^^, d. b. rein abzablender, Metbode 
beobacbtet und aufgezeicbnet werden, wie das namentlicb you der 
eigentlieben Statistik gilt, die die wechselnden Gestaltungen des menscb- 
licben Lebens zifferrunaBig zu Yerfolgen unternimmt. Aucb ist der. 
Gedanke, auf solcbe Massenbeobacbtungeu die Prinzipien der W.-R 
anzuwenden, scbon sebr frub aufgetaucbt. Das bekannteste Beispiel 
aus der alteren Literatur ist die von Halley fiir Zwecke der Renten- 
versicberung entworfene Absterbeordnung^), die sicb auf die Yiel ge- 

i) Bcdley^ An eatimate of tbe degrees of mortality of mankind, drawn from 
curious tables of the births and funerals at the city of Breslaw, with an attempt 
to ascertain the price of annuities upon lives. Philosophical Transactions. 
XVE, 1693. 
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nanaten Breslauer Tafeln des Theologen Kasimr Xeumann stiitzte. 
Diese Tafeln enthielten die moDatweise geordneteri; nacli Alter und 
Geschleclit gesonderten Zahlen fur die Bewegung der Breslauer Be- 
Yolkerung wahrend der Jahre 1687 — SelbstTerstandlich ist niclit 
alles, was hierbei statistiscb beobachtet und berecbnet w:rd^ dazu an- 
getan, Gregenstand der W.-R. zti werden: es wird z. B. nieinandem 
ernstlicb einfallen konnen^ aus dem Menscbenverlust, den die Kriege 
vergangener Jabre gebracbt baben, wabrsebeinlicbe Werte fur zu- 
kiinftige Verluste dieser Art berecbnen zu wollen. Eine lebrreiche 
Erorterung fiber die inoglichen Beziebungen zwiscben der \V.-R. und 
der Statistik findet sicb in einer Abbandlung von W. imsM, aus der 
nacbstebend das fiir unseren Zweck Wesentlicbe angefiihrt werden 
soil. Obgleicb die Untersucbung von Lfxis zunacbst nur die Tor- 
gange in der menscblicben Gesellscbaft zum Gegenstand ninnnt^ so 
gilt sie — mutatis mutandis — docb aucb iiber dieses Gebiet binaus. 

§ 66. Der Zustand der menscblicben Gemeinscbaft — so beginnfc 
Lexis — wird einerseits bedingt durcb die positiven Gestaltungen 
imd Normen der Gesellscbaft und des Staates, die bistoriscb geworden 
sind, und deren Anderungen bistoriscbe Ereignisse bilden; andererseits 
aber aucb durcb das gewobnlicbe^ relativ stetige Tun und Leiden der 
Individuen in ibrer mannigfaltigen Gruppierung, das in seinen einzelnen 
Elementen nicbt festgebalten werden kann, aber cbarakteristiscbe^ der 
wissenscbaftlicben Beobacbtung zuganglicbe Massmersclieiniingm er- 
zeugt. Die Statistik bat die selbstandige Aufgabe, diese Massen- 
erscbeinungen des Menscbenlebens nacb exakter Metbode aufzufassen 
und zu untersucben. Sebr verfeblt ware es jedocb, wenn man cdle 
menscblicben Massenerscbeinungen lediglicb vom statistiseben Gesichts- 
punkte betracbten wollte. Denn viel wicbtiger als die Aufbebung 
des Einzelereignisses in einer konkreten statistiseben Summe ist die 
Aufbebung desselben in einer begridBflichen VeraTlgemeinerimg, ^Venn 
die Einzelfalle nur Exemplare einer und derselben Oattiing sind, und 
wenn wir ferner diese Gattung des Gesebehens aus einer Drsacbe oder 
einem Ursacbensystem begreifen konnen, so ist dieser abstrakte Begriff 
des Ereignisses wissenscbaftlicb von groBerem Interesse, als die Zablung 
seines konkreten Vorkommens. Eine solcbe begriflPlicbe oder generische 
Auffassung der menscblicben Massenei'scbeinungen aber ist namentlicb 
dann moglicb, wenn wir; gestiitzt auf psycbologiscbe Erw^ungen; 
Selbstbeobacbtungen oder alltagbcbe Erfabrungen, in jedem Einzel- 
ereignis die gleicbe uberwiegend wirksame Drsacbe; insbesondere also 
in jeder zu der Masse beitragenden Einzelbandlung die gleicbe durcb- 
scblagende Triebfeder zu erkennen vermogen, 

i) W. Lexis^ Zar Theorie der Massenerscheinangen in der tnenschlichea Ge- 
sellscbaft. Freiburg i. B., Fr. Wagner, 1877. 
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Es ist nicht notig, Beispiele Herzu anzufuhren, denn die Lehre 
Ton den wirtschaftliclien imd sozialen Dingen steUt sich von Anfang 
an die Aufgabe, die kausalen Beziehungen anfzudecken, die zwiscken 
den zu untersuclienden Vorgaugen bestehen. Die statistischen Zahlen- 
reilien sinJ dabei nur Mittel zum Zweck: sie dienen dazu, den ge- 
schicLtlichen Veiiatif von Massenerscbeinimgen deutlicli zu besckreiben, 
sie dienen ferner, ahiiiicb wie der Vorlesungsversucb des Pliysikers, 
dazu, erkannte Beziehungen zu demonstrieren, endlich konnen sie auch 
unter der Form statistischer ^Reaktionen^^ benutzt werden, urn ver- 
mutete Beziehungen als erkennbar oder nichterkennbar nachzuweisen. 
In alien dieseu Fallen wird die statistische Ziffer nur dadurch wissen- 
schaftlich fruchtbar, daB vf^ir sie mit unseren sonstigen Erfahrungen 
iiber die Xatur des gesellschaftlichen und wirtschaftenden Menschen 
verbinden. 

Bei den generischen Massenerscheinungen liegt also das Wesent- 
liche darin, dafi die EinzelfaUe als Exemplare einer bestimmten 
Gattung von Vorgangen aufgefaBt und als solche aus gewissen, 
unserer Einsicht zuganglichen Ursachen erklart werden, daB dagegen 
die statistische Ermittelung der hierbei auftretenden numerischen Ver- 
haltnisse lediglich als Hilfsmittel der Untersuchung dient. tTber 
dieses Gebiet hinaus gibt es nun aber noch Massenerscheinungen, 
deren vrissenschaftliches Interesse zunachst nur in ihren numerischen 
Verhaltnissen liegt. Wenn man z. B. sagt: „von den Geborenen einer 
gewissen Zeitstrecke sterben viele vor Ablauf des ersten Lebens- 
jahres^"', so ist mit diesem Satze nicht viel anzufangen. Wesentlich 
anders stellt sich dagegen die Sache, wenn es heiBt: „der Prozentsatz 
der Gestorbenen ist soundsogi'oB und unter normalen Verhaltnissen 
fiir eine Reihe von aufeinander folgenden Generationen merklich 
konstant*^ Denn wir erhalten dann einen vergleichsweise allgemeinen 
Erfahrungssatz, dessen Wichtigkeit auch nicht durch den Umstahd 
beeintrachtigt wird, daB wir die beobachteten Zahlenwerte als ge- 
gebene, aus anderen bekannten Tatsachen nicht herzuleitende GroBen 
hinzunehmen haben. 

Lexis bezeichnet nun die zuletzt genannten Massenerscheinungen 
als liOnlcrcte und betrachtet ihre Gesamtheit als das Gebiet, auf dem 
die Statistik als Wissenschaft von den menschlichen Massenerscheinungen 
selbstiindig aufzutreten vermag. Als Hilfsmittel der Untersuchung 
dient dabei die W,-R., deren Satze bei den generischen Massenerschei- 
nungen hochstens ausnahmsweise Anwendung finden konnen, weil ja 
da, wo die Einsicht in die Ursachen eines Vorganges den Anschein 
der ZufaUigkeit aufhebt, auch die Anwendung der Zufallstheorie 
gegenstandslos wird. 

§ 67. Die selbstandigen Ergebnisse der Statistik bestehen vor- 
zugsweise darin, daB sie die genaherte Konstanz gewisser numerischer 
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Verhaltiiisse der Massenerscheinungen feststellt, Diese Konstanz 
drangte sicli sclion friili der Wahmehmung auf und heischte eine 
Ertlarung, wenn man nicht etwa dem Vorbilde von Sn/Smilch folgen 
wollte, der in den beobacliteten numerischen Regelmafiigkeiten den 
Ausdruck einer goUliclmi Ordmmg sab und damit das Sucben nach 
einem befriedigenden Erklarungsgrunde kurzweg abscbnitt. Siebt man 
sicb nun die Massenerscbeinungen, die ausgesprocbene numeriscbe 
Regelmafiigkeiten zeigen, genauer daraufbin an^ ob bei ibnen offen- 
liegende Griinde fiir die gedacbte Eigenscbaft zu erkennen sind oder 
nicbt, so gelangt man zu der Einsicbt, dafi zwei Gruppen zu unter- 
scbeiden sind. Einmal namlicb gibt es Massenerscbeinungenj, deren 
Einzelfalle in einem bestimmten Zusammenbange miteinander steben, 
und zwar derart, dab die durcb gewisse Einzelfalle erzeugte Ab- 
weicbung von der numeriscben RegelmaBigkeit durcb eine entgegen- 
gesetzte Abweicbung anderer Einzelfalle standig ausgeglieben vrird. 
Wenn z. B. in einem gewissen Lande ein umfangreicber Industrie- 
zweig bestebt, der zweier aus verscbiedenen Landem einzufiibrender 
Robstoffe A und B bedarf und fiir das fertige Produkt von dem 
Stoffe A immer doppelt soviel als von B verarbeiten muB, so ist es 
niemandem aulfallig, dafi ein relativer TJberscbuB in der Einfubr von 
A oder B nacb einiger Zeit seine Ausgleicbung durcb ein entsprecben- 
des relatives Zuriickbleiben der Einfubr findet, dafi sicb also im Durcb- 
scbnitt aus einem langeren Zeitraum die Einfubi-mengen von A und B 
standig sebr nabe in dem Verbaltnis von 2 zu i stellen. Lexis be- 
zeicbnet solcbe Massenerscbeinungen als verhundene im Gegensatz zu 
den unverbundenen, deren Einzelfalle keinen, auf die Herbeifubrung 
eines bestimmten numeriscben Verbaltnisses binzielenden, Zusammen- 
bang erkennen lassen. 

Hiemacb bedarf die Frage, wie man sicb das Entsteben der 
numeriscben RegelmaBigkeiten zu denken babe, einer weiteren Er- 
orterung nur nocb fiir den Fall der unverbundenen Massenerscbeinungen. 
Man konnte sicb nun zunacbst denken, daB dabei eine naturgesetzlicbe 
Beziebung obwalte, die jene RegelmaBigkeiten mit Notwendigkeit 
berbeifiihrt, etwa in derselben Weise, wie dem fallenden Stein durcb 
eine bestimmte Ursacbe am Ende der ersten Sekunde eine Gescbwindig- 
keit von rund 10 m erteilt wird. Eine solcbe Auffassung bat in der 
Tat Vertreter gefunden; bezeicbnend in dieser Hinsicbt ist die viel- 
zitierte Pbrase Quetdets von dem „Budget des ScbaiBFots und der 
Gefangnisse^*, die, folgerecbt welter gedacbt, zu dem Scblusse fiibrt, 
daB in der letzten Wocbe eines Jabres soundsoviele Individuen sicb 
nocb scbleunigst das Leben nebmen miissen, falls etwa die vorber- 
gebenden 51 Wocben des Jabres nocb nicbt die vom Statistiker beraus- 
gerecbnete Normalzabl der Selbstmorde eingebracbt baben sollten. 
Es ist nicbt notig, auf diese Yorstellung von einem naturgesetzlicben 
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Ursprung d^r statistiscli6ii Reg6lnia.6igk6iteii n’dlicr einzugelieii, denii 
sie hat sicli bislier als voUig unfruchtbar erwiesen, und man ist mit 
ihr in Wahrheit iiicht liber die iiackte Aussage von dem Vorhandensein 
solcher EegelmaBigkeiten hinausgekommen. 

Eine aiidere Auffassnng geht davon ans, daB man es bei der 
Konstanz statistischer Ergebnisse mit derselben Erscheinung zu tun 
habe, die sich bei der hinreichend haufigen Wiederholung von Crliicks- 
spielen einstellt und kurz als Ausgleichung des Zufalls bezeichnet 
wild- wenn man z. B. einen fehlerfreien Wiirfel tausendmal wirft, so 
ergibt sicli die rH. der Einerwiirfe sehr nahe gleich dem Bruche i : 6, 
und diese Annaherung wiederholt sich, wenn die Versuchsreihe wieder- 
holt wird. Im Grunde genommen ist die Vorstellung, daB man die 
iinverbundenen Massenerscheinungen ohne weiteres auf das Urnen- 
sehema reduzieren diirfe, ebenso alt, wie die ersten Anwendungen der 
W.-R. anf die Statistik, d. h. nur wenig junger, als die erste Begriindung 
der ZufaUstheorie ; man betraehtete dabei die Einzelfalle einer Massen- 
erscheinung als Dinge, die in der gleichen ^ eise wie das RoUen eiiies 
Wiirfels, dem Zufall unterworfen seien, und sah demgemaB in der 
Zuriickfuhrung auf das Urnenschema eine selbstverstandliche, fiir die 
Rechnung als Ausgangspunkt zu nehmende Voraussetzung. Leocis setzt 
nun — und das ist der eigentliche Kern seiner Ausfiihrungen — an 
die Stelle dieser friiher ohne besondere Begriindung eingefiihrten 
AnnaJime die Aufgahe, jedesmal zn untersuchen, oh und wieweit derm 
die Heranziehung des Urnenschemas tiberhaupt zulassig sei. 

Die moglichen Ergebnisse einer solchen Untersuchung kdnnen, 
falls das Beobachtungsmaterial tiberhaupt sichere Scbliisse zulaBt, die 
folgenden sein. Zunacbst kann der Fall eintreten, daB die vorgelegten 
Zahlen sich wie die Ergebnisse eines Massenspiels verhalten, dessen 
Chancen entweder konstant sind oder doch nur nacb Zufall um feste 
Mittelwerte herumschwanken. Als Beispiele von dex'artigen tyinschen 
Reihen behandelt Lexis das GescblecLtsverbaltnis der Geburten und 
die Frage nacb dem „Kormalalter^^ einer Generation. Waiter kann der 
Fall eintreten, daB die vorgelegte Reihe dem Schema eines Gliicksspiels 
folgt, dessen Chancen mit nicbt-zufalligen Andernngen fortscbreitender 
Oder oszilliereiider Art bebaftet sind. Solcbe sym^itomaiische Reihen 
bilden allerWahrscbeinlicbkeit nacb die Hanptmenge der unverbnndenen 
menscblieben Massenerscheinungen, ScblieBlicb kommt nocb der Fall 
in Betracbt, daB sich die beobacbteten numeriscben Regelma£igkeiten 
nacbweisbar anders als die Ergebnisse eines Massenspiels verhalten: 
man wird dann die Frage zu untersuchen baben, oh nicbt etwa die 
vorgelegte Massenerscbeinmig eine versteckt liegende Verbundenheit 
besitze. 

Die Durchfubrung der verlangten Untersuchung setzt voraus, daB 
man fiber Kriterien verfugt, vermittels deren man erkennen Isann, 
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welcher von den vorliin genannten Fallen des Urnenscheinas bei einer 
gegebenen statistiscben Reibe jedesmal vorliegt. Icli will hier auf 
diese Kriterien fiir den Augenblick nicbt naber eingeben^ weil der 
Gegenstand weiterbin im Ziisammenbaiige mit anderen Dingen von 
einem allgemeineren Gesicbtspunkte aus zu bebandeln sein wird^, und 
wende micb jetzt, indem ich die Zejnsschen Darlegungen verlasse, zn 
einer Fragestellung, die von G, TJi, FecJmer in einem nacbgelassenen 
Werke^) eingebend nntersucbt worden ist. Der Deutlicbkeit balber 
beginne icb dabei mit einem einfacben Beispiel. 

§ 68. Man denke sich fiir einen gewissen Zeitrauin von den 
Rekruten eines bestimmten Ausbebungsbezirks und einer bestimmten 
Altersklasse die Korperlangen w gegeben, wobei die Werte der x auf 
voile Zentimeter abgerundet sein mogen, so daB z. B. der Wert 
rz; = 1 7 1 cm alien denjenigen Individuen zukommt, deren genaue Korper- 
lange zwiscben 170.5 und 17 1.5 cm liegt. Die Gesamtbeit der ge- 
mevssenen Individuen mit ibren x bezeicbnen wir nacb Fechner als einen 
Kolleldiv-Gegenstand (kurz K.-G.) oder aucb als eine Kollehiiv-TteiJie, mit 
dem Vorbebalt, die vollstandige Bedeutung dieses Wortes nacbber 
nocb genauer abzugrenzen. Die einzelnen Individuen bilden dann die 
Glieder der Kollektivreibe, wabrend die Gliederanzabl m den ]S"amen 
Umfayig des K.~G. erbalten soU. 

Werden die x der einzelnen Glieder in der Eeibenfolge binge- 
scbrieben, in der sie gemessen worden sind, so erbalt man die Urliste, 
In dieser Liste werden, falls die Glieder des K.-G. nicbt etwa scbon 
vor der Messung in bestimmter Weise geordnet wurden, die einzelnen 
Zablen keinerlei Gang oder Gesetz erkennen lassen, sondeim im all- 
gemeinen regeilos bin- und berspringen. Anders stellt sicb — ein 
genxigend groBes m vorausgesetzt — dagegen die Sacbe, wenn man 
die X nacb ibrer GroBe ordnet oder nacb Fecliners Ausdruck aus der 
Urliste die jgrimdre Verteilungstafel berleitei Zu dem Ende scbreiben 
wir die x nacb der Eeibenfolge ibrer GroBe in einer Spalte unter- 
einander, setzen jedocb ein mebrfacb vorkommendes x immer nur 
einmal an. Ferner scbreiben wir neben jedes x in einer zweiten 
Spalte die Zabl y bin, die angibt, wie oft das betreffende x in der 
Urliste vorkommt. Die Summe der y ist dann offenbar gleicb dem 
Umfange m. 

Die so bergeleitete Verteilungstafel wird nun bei einem geniigend 
groBen m folgendes Verbalten zeigen. Die y sind anfangs klein, steigen 
dann mit gelegentlicben kleinen Spriingen zu einem Maximum an, 
urn nacbber in abnlicber Weise wieder abzufallen. JSFocb deutlicber 
wird dies, wenn man die Beziebung zwiscben den x und y geometriscb 


I) G. Th. Fechner^ KoUektivmafilehre. Herausgegeben von G, F. Lippa. 
Leipzig, W. Engelmann, 1897. 
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darstelli Zu dem Eude Ijemerken wir zmiachst, dafi man, ohne den 
Sinn und Inhalt der Vei-teilungstafel zu andern, in der iZ--Spalte beliebig 
Tiele, in der yorgelegten Kollektivreilie nicht yorkommende x hinzu- 
fugen darf, sobald man nur das entsprechende y gleicb Null setzt. 
Bezeichnet man ferner die x als leer oder vollj je nacbdem das zuge- 
horige y null ist oder nicht, so darf man nacb dem Gesagten voraus- 
setzen, daB nacb Hinzufiigung der notigen leeren x die Zablen der 
^-Spalte von — oo bis + oo laufen. Dies yorausgeschickt tragen wir 
die nacb ganzen Zentimetern fortscbreitenden x als Abszissen, die 
entsprecbenden y als Ordinaten ab, verbinden die Endpunkte der auf- 
einander folgenden Ordinaten durcb gerade Linien, und erbalten so. 
einen gebrocbenen Linienzug, den wir kurz als die Eurve des vorge- 
iegten K.-6. bezeicbnen woUen. Diese Eurve verlauft anfangs in der 
Abszissenacbse, steigt dann, von Spriingen abgeseben, zu einem Maximum 
auf, urn darauf in derselben Weise wieder abzufallen und scbliefilich 
in der Abszissenacbse weiter zu laufen. Betracbtet man nun den 
Linienzug nacb seinem Verhalten im ganzen, so gelangt man zu dem 
Satze, daB sein Verlauf, trotz der erwabnten und von unausgeglicbenen 
Zufalligkeiten heriihrenden Spriinge, deutlicb Regel und Gesetz er- 
kennen laBt, und zwar in demselben Sinne, in dem man z. B. bei der 
Erdgestalt, trotz der handgreiflicben Gegensatze zwiseben Berg und 
Tal, von einer Kugel oder einem Ellipsoid spricbt. 

Die soeben als Beispiel benutzte Rekrutentafel mit ibrer Eurve 
ist ein willkiirlicb berausgegriflfener Fall unter zabllosen anderen, die 
auf dem Gebiete der Massenerscbeinungen anzutreffen sind, und die 
in der gleicben Weise wie jene Tafel auf regelmaBig verlaufende 
Eurven fiibren. Der cbarakteristiscbe Berg mit zweiseitigem Abfall 
findet sich, wie Fechner u. a. an den Eurven fur die Abmessungen 
von Galleriegemalden nachweist, sogar bei solchen Dingen, die man 
lediglich als Produkte der menschEcben Willktir anzuseben gewobnt ist. 

Die Tatsaclie, da/i regelmafiig verlaufende VerteilungsJiurven hei 
den versclmdenstm Dingen nachgewiesen werden Mnnen, ist nun fikr 
die TF.-i?. eon grundlegender Bedeutung, denn sie liefert das Fundament 
fur den Saf 0 , da^ in der WirldicMeit ndherungsweise das stattfindet,. 
was wir frillier als Ausgleicimng des Zufalls oder — genauer gesprochen 
— aJs die gleichmajUge Frschdpfung der gleichmoglichen Falle hezeichneb 
Jiahen. OJme dieseyi Safz wurde man angesichfs der genannten Tatsache 
zu der VorsteUnng gendtigt sein, dafi mischen den Qliedern jeder 
KoTleMivreihe eine scldeclitliin umerstdndliche Verhindenheit bestehe, die 
auf die Erzeugung der leolaekteten BegelmdfiigJceifen hinarbeitet. 

Des weitem ist der Umstand bervorzubeben, daB die Beispiele 
fur die Ausgleicbung des Zufalls nicbt erst mubsam an versteckten 
Stellen aufgesucht oder durcb besondere Experimente berbeigescbafft 
werden miissen, sondem sicb ungesucbt auf Schritt und Tritt der* 
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Wahrneliiiiung aufdrangen. Es ware am die Anwendung der W.-R. 
nicht sonderlich gut bestellt, wena die Berechtigung dazu auf eiuige 
ad hoc angestellte Versuchsreihen mit Wtirfeln und dergleichen gestutzt 
werden mtifite; solche Versuche sind zur Erlauterung allgemeiner Satze 
sehr uutzlich, dagegen ist die Berechtigung zur Formulierimg solcher 
Satze auf eine breitere Erfahrungsgruudlage zu stellen^ als sie einzelne 
Versuche gewahren konneu. 

§ 69. Fechmr kniipft an die genannte Erfahrungstatsache die 
grundlegende Frage, ob es nicht moglich sei, bei den in Rede stehenden 
Kurven gemeinsame stets wiederkehrende MaBbeziehmigen aufzudecken. 
Ist diese Prage zu bejahen, so erhalt man damit ofifenbar die Bausteine 
zu einer allgemeinen FormenleJire der KoUektiygegenstande. Diese 
Fragestellung^ sowie der damit verbundene ernsthafte Versuch^ eine 
Formenlehre der KoUektivreihen wirklich aufzubauen^ bilden ein 
wesentliches Verdienst des JPec/iwerschen Buches. Dieses Verdienst wird 
auch nicht dadurch geschmalert, daB einzelne besoiidere Kollektiv- 
reihen, z. B. Reihen yon Beobachtungsfehlern schon lange yor Fecliner 
mehr oder minder eingehend untersucht worden sind^ und daB der 
you Fechner benutzte mathematische Apparat ein hochst primitiver 
ist. Denn der mathematische Apparat hat sieh nachher ohne beson- 
dere Schwierigkeiten yerbessem lasseu; -wakrend die als Hauptsache 
anzusehende Forderung, das gauze Gebiet yon einheitlichen und um- 
fassenden Gesichtspunkten aus zu bearbeiteu; meines Wissens zuerst 
von Fechner mit voUer Bestimmtheit erhoben worden ist. 

Bei Fechner erscheint die KoHektivmaBlehre als ein selbstandiges 
Kapitel der angewandten Mathematik nehen der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung. Diese Scheidung ist indessen nicht notwendig. FaBt man 
namlich die W.-R. als eine j,Haufigkeitsrechnung^^ auf, so ist das 
Gebiet ihrer Anwendungen durch die Massenerscheinungen gegeben. 
Das Objekt der Untersuchung ist also dasselbe, w’ie in der Kollektiv- 
maBlehre. Dementsprechend wird die weiterhin folgende Darstellung 
lehren, da^ ynan es in der Kolleliivma/ilehre lediglieh mit dem folge- 
rechten Ausbau der Mdhoden der W.-F. zu tun haf^) So wird sich 
z. B. zeigen, daB die Satze von Bernoulli und Poisson, die in der 
herkommlichen Darstellung ziemlich imvermittelt auftreten, lediglieh 
einfache Grenzfalle yon theoretiseh konstruierten KoUektivreihen sind 
und sich als solche ungezwungen in den allgemeinen Gedankengang 
einfugen. 

Bei der nunmehr folgenden Behandlimg der KoUektivmaBlehre 
soU nachstehende Gliederung des Stoffes innegehalten werden. Zunaehst 


I) DaB diese AuBPassung anch von anderen Seiten geteilt wird, lehrt n. a, 
der Anfsatz von G, Melm „Die Wahrscheinlicbkeitslehre als Theorie der Koliektiv- 
begrifFe“ (Annalen der NaturphilosopMe, Band I). 
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ist del- Bfcgriff eines K.-G. sclilirfer, als oben vorlaufig geschehen war, 
abzugreozeu. Daran scblieBfc sicb die Entwicklimg der matbematiscben 
Hilfsmittel, die fiii- die ziifermaJJige ITntersuchuug der K.-G. notwendig 
sind. Der Gebrauch dieser Hilfsmittel wird dann zuerst an tbeoretiscb 
konstruierten Kollekti\Teihea erlautert, wahrend die Erorterung uber 
die zweckiniiBige Behandlung beobachteter KollektiTgegenstande den 
ScliluB der Darstellung bildct. 


Zehiite Torlesung. 

Grnndbegriffe der Kollektivmafilelire. 

§ 70. Der erste Schritt, den wir bei der Darstellung der Kollektiv- 
mafilehre auszufuhren haben, bestebt in der scbarferen Begriffsbe- 
stimmung der Kollektivgegenst^de. Wir wollen dabei an den oben 
benutzten Fall einer Rekrutentafel ankntipfen, und zwar in der Weise, 
dafi wir die verschiedenen Merkmale des Beispiels ihi-er konkreten 
Besonderheit entkleiden. Wir dtirfen dann sagen, daB es sicb bei 
einem K.-G. zunacbst um eine gewisse Vielbeit von Dingen bandele^ 
die in bestinimten Merkmalen nbereinstimmen und desbalb als gleicb- 
artig angeseben werden konnen. So sind z. B. in der Rekrutentafel 
die die ftleicbartigkeit begrundenden oder Iconstanfm Merkmale durcb 
die Begrifie , ^normal entwickelter Mensch% ^,Gescblecbt% ,,Altersstufe^^ 
und „Aushebungsbezirk^^ gegeben. AuBer den konstanten Merkmalen 
sind nun aber nocb andere vorhanden^ die wir die verdndei-lichen 
nennen, weil sie bei dem vorgelegten K.-Gr. von einem Gliede zum 
andern wecbseln konnen. Von diesen veranderlicben Merkmalen wird 
eines (die Korperlange) berausgegriffen und zum Ordnen der Urbste 
benutzt, wodurob sicb die vorgelegte Drliste in eine primare Ver- 
teilungstafel umwandelt. Die vorgenommene Ordnung kann als eine 
sfatisiiseJie bezeichnet werden, weil dabei die Glieder, die in dem aus- 
gewablten veranderlicben Merkmal nbereinstimmen, nicht waiter unter- 
scbieden, son deni lediglicb naeb der Haufigkeit ihres Vorkommens 
gezalilt werden. An der Hand dieser Bemerkungen wird es jetzt 
unmitt elbar verstiindlicb sein, wenn wir sagen: Mn KolleJdivgegenstand 
ist eine Vidheit von gleicha'tiigen Bingen, die nach einem verdnderlichen 
Merkmal stafistisch geordnet leerden kann. 

Das ordnende Merkmal wollen wir, sobald eine numeriscbe MaB- 
bestimmung seiner Abstufongen vorbegt, aucb als das Argument des. 
K,>G, bezeiclmen. Da an konkreten Dingen im allgemeinen unendlicb 
viele Merkmale nacbgewiesen werden konnen, so lassen sicb bei einem 
vorgelegten K.-G. statt eines einzigen ordnenden Arguments aucb 
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melirere gleielizeitig ins Auge fassen. Handelt es sich z. B. um die 
Untersucliung einer Vielheit von EheschlieBungen, so vrird die Alters- 
stufe der Frau dabei ebenso wichtig sein, wie die des ilannes; die end- 
giiltige Ordnnng dieser Vielheit nach Alterstufen wird also zvvei 
Argumente gleichzeitig zu beriictsichtigen haben. Es ist indessen 
nicht notig, bei dem Fall mehrerer Argumente zu verweilen, denn 
seine Behandlung laBt sich auf den Fall nur eines Argumentes 
zurtickfuliren. 

Die Worte „Vielheit^^ und „gleichartig" in der aufgestellten 
Definition der K.-G. enthalten eine gewisse Unbestimmtheit, die jedoch 
in der Natur der Sache liegt. Da die Untersuchung eines K.-G. 
darauf ausgeht, das Vorhandensein oder Fehlen einer RegelmaBigkeit 
nachzuweisen, so muB zunachst derUmfang des £.- 0 . groB genug sein, 
um einen vertrauenswiirdigen SchluB nacli der einen oder anderen 
Richtung bin zu gestatten, weil sonst die Untersuchung von vornherein 
zur Ergebnislosigkeit verurteilt ist. Wie groB nun aber der TJmfang 
des K.-G. fiir den gedachten Zweck mindestens sein muB, das hangt 
ganz wesentlich von den Umstanden ab; es kann vorkommen, daB 
sclion ein halbes Hundert von Gliedern ein brauchbares Resultat liefert, 
wahrend in anderen Fallen Tausende notig sind. 

Die vorgeschriebene „Gleiehartigkeit^^ der Glieder fordert, daB 
letztere durcli einen Art- oder Gattungsbegriflf zusammengehalten 
werden; es laBt sich aber nicht ailgemein im voraus festsetzen, wie 
weit oder wie eng der Kreis der konstanten Merkmale zu ziehen sei, 
um mit einiger Sicherheit auf ein brauchbares Ergebnis der Unter- 
suchung rechnen zu konnen. DaB man z. B. bei einer Tafel der 
Korperlangen nicht Kinder und Erwachsene zusammenwerfen diirfe, 
erscheint ja unmittelbar einleuchtend, dagegen laBt sich ohne nahere 
Untersuchung nicht angeben, wie weit oder wie eng man bei einer 
solchen Tafel die Grenzen einer Altersstufe anzusetzen habe. Wird 
bei dem Sammeln einer KoUektivreihe eine moglichst weitgehende 
Gleichartigkeit, d. h. eine moglichst groBe Anzahl von konstanten 
Merkmalen vorgeschrieben, so gewinnt ein derart ‘gebildeter K.-G. 
natiirlich an Bestimmtheit, dafur wachst aber auch die Schwierigkeit, 
ein umfangreicheres Material zusammenzubringen. Man hat es also 
bei einem beobachteten K.-G. fiir gewohnlich mit einem KompromiB 
zwischen den beiden einander widerstreitenden Porderungen moglichster 
Gleichartigkeit und moglichst groBen Umfanges zu tun. 

§ 71. Zu der von uns aufgestellten Definition ist noch zu be- 
merken, daB Fechner bei seinen Untersuchungen eine merklich engere 
Begriffsbestimmung zugrunde legt. Er setzt zunachst voraus, daB 
das veranderliche Merkmal unmiUdba/r nach Zahl und Mafi bestimmt 
sei, und daB die Gesamtheit der mogliehen Argumentwerte eine stetige 
Mannigfaltigkeit bilde. Diese Einschrankimgen sind entbehrlich. 

B r u u 8 , W&hrsohemUchkeitsreolmtmg. 7 
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Beispielsweise konnte man auf Grund einer passenden Fartenskala zu 
der i\rbe der Haare oder Angen bei den Scbulkindern einer GroBstadt 
sehr wolil eine Verteilungstafel konstrnieren, indem man die einzelnen 
Farbentone der Skala durcb. Nummem nnterscbeidet nnd mit letzteren 
rechnet. Ebenso hindert uns nichts, die einzelnen Spalten in der 
zehnstelligen Logarithmentafel von Vega als die Glieder eines K.-G. 
zu behandeln und als Argument z. B. die nur auf ganze Zablen 
fiihrende Haufigkeit der Endnullen zu wablen. Es ist sebr merkwiirdig, 
daB Fechner mit keiner Silbe erwahnt, wesbalb er die K.-G. mit dis- 
kreten Argumenten beiseite laBt; die von ibrn gewaLlte Form der 
mathematischen Behandlung bietet zwar bei den diskreten Argumenten 
gewisse Scbwierigkeiten; aber keine unubersteiglicben Hindemisse^ ferner 
lassen sich gerade fiir diesen Fall gute Beispiele mit vergleichsweise 
geringer Miilie herbeisehaffen. 

Eine andere von Fechner gemachte Einschrankung bestebt in der 
Voraussetzung, daB in der Urliste das Argument von einem Gliede 
zum anderen nach Zufall variiere; daB also, wie es Fechner nennt, in 
der Urliste keine Sukjsessionsaihangigkeit vorbanden sei. Aucb diese 
Einscbrankung ist entbebrlich. Ob zwiscben den aufeinander folgenden 
Gliedern der Urliste ein Zusammenbang bestebt oder nicbt, das ist, 
wie wir seben werden, fiir die matbematiscbe Bebandlung zunacbst 
gleicbgiiltig und wird erst dann von Belang, wenn es sicb um die 
Deatung der errecbneten ZablengroBen bandelt. 

ScblieBlicb mag noch bervorgehoben werden, daB die von uns 
gewablte Definition aucb solcbe K.-G, umfaBt, die nicbt beobacbtet, 
sondern willkiirbch ersonnen sind. Der Nutzen, den man aus diesem 
Umstande zieben kann, wird weiterbin ersicbtlicb werden. 

§ 72. Nacbdem wir den Begriff des K.-G. in der fur unsere 
Zwecke passenden Weise festgesetzt baben, ist jetzt die Einricbtung 
der Verteilungstafel und ibre geometriscbe Darstellung zu erortern, 
wobei als Vorbereitung einige Bemerkungen fiber das Argument voraus- 
zuscbicken sind. 

Die Abstufungen des „ordnenden^^ veranderlicben Merkmals denken 
wir uns stets ziffermaBig ausgedruekt. Diese Ausdrucksart ergibt 
sicb von selbst, wenn das veranderliche Merkmal eine unmittelbar 
nacb Zabl und MaB bestimmte Eigenscbaffc, z. B. eine Lange, ein 
Gewicbt, eine Temperatur, eine relative Haufigkeit oder dergleichen 
bezeicbaet. Aber aucb dann, wenn die Abstufungen des verander- 
derlicben Merkmals zunacbst als rein qualitative Unterscbiede auf- 
treten, wie z. B. bei der oben erwabnten Untersucbung der Haarfarbe, 
ist es immer zulassig, die einzelnen Stufen durcb Nummem zu unter- 
scheiden, also zififermaBig auszudrficken. Zu jedem GHede eines K.-G. 
gebort daam also stets ein bestimmter Zablenwert x des Airguments. 
Die Werte der x denken wir uns immer zugleicb aucb als Abszissen 
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aiif einer Abszissenachse abgetragen und werden demgeniaB aucli kurz 
von den Punkten x sprechen. 

Die A rgumentwerte die in der Urliste eines vorgelegten K.-G. 
entweder tatsaclilicli vorkommen oder aber den Umstanden nacb vor- 
konimen kdnnten, wollen wir als die mogllcJien Werte bezeichnen, 
um sie von den au/ienyioglichen Werten zu nntersdieiden, die die 
GroBe x, als reelle unbescbrankte Yeranderlictie gedacht^ auch sonst 
noch zwischen den Grenzen ifc oo annelimeii kann. Man denke sicli 
z. B. aus einer langeren Eeihe vou Geburten einen K.-G. gebildet, 
indem man Gruppen von je bundert oder je tansend Geburten abteilt^ 
diese als die Glieder des K.-G- ansieht und als veranderliches MerkiiKil 
das Auftreten der Knabengebui'ten auswalilt. Nimmt man nun als 
Argument die relative HauBgkeit x der Knabengeburten, so sind die 
mdglicben x auf das Intervail von Null bis Eins bescbrankt. Wahlt 
man dagegen, wie das in der Statistik dfters geschieht, als Argument 
das Geschlechtsverbaltnis oder den Quotienten — so debnt 
sich das Intervail der moglicben Argumente xiber das ganze Gebiet 
der positiven Zahlen aus. 

Wie das vorstebende Beispiel lebrt^ bestebt fur die Wahl des 
Arguments, d, b. fiir die MaBbestimmung des veranderlicben Merkmals, 
ein gewisser Spielraum. Man darf fiir das urspriinglicb gewablte 
Argument x irgend ein neues Argument x' einfdhren, sobald nur die 
Beziebung zwiscben x und x' so beschaffen ist, daB zu versebiedenen x 
stets verscbiedene x' geboren und umgekebi-t. Debnt sicb also z. B. 
das Gebiet der moglicben x bis zu den Grenzen ± oo aus, so wiirde, 
wenn als neues Argument x' die Funktion arctga? eingeftibrt wird, 
das Gebiet der moglicben x' von den endlicben Grenzen ± ein- 
gescblossen sein. Mit Riicksicbt bierauf wollen wir die Voraussetzug 
macben, dafi — ndtigenfalls durcb eine passende Transformation — 
das Intervail der moglicben Argumentwerte stets auf endlicbe Grenzen 
gebracbt worden sei: man erreicbt dadurcb in den spateren Entwick- 
lungen eine gewisse Vereinfacbung, 

Die moglicben Argumentwerte eines K.-G. konnen entweder eine 
stetige Mannigfaltigkeit bilden oder aber auf ein System diskreter 
Zablen bescbrankt sein. So ist z. B. in der oben betracbteten Rekruten- 
tafel das Argument an sicb stetig, wenn aucb die nur auf voile 
Zentimeter notierten Zablenwerte der beobacbteten Koi*perlangen als 
eine diskrete Mannigfaltigkeit erscbeinen. Teilt man dagegen be- 
obacbtete Geburtenmengen in Gruppen zu je bundert ab und wahlt 
als Argument x die gruppenweise ermittelte rH. der Knabengeburten, 
so ist X von vornberein auf die Reibe der GroBen o.oo, o.oi, ... o.gg, i.oo 
bescbrankt. Dementsprecbend werden wir fortan stetige und unstetige 
K-G. unterscbeiden. Der gemiscbte Fall, wo ein K.-G. nacb dem 
Argument x zugleicb stetig und unstetig ist, soli bier niebt weiter 

1 * 
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berticksichtigt werden; er besitzt, soweit icb sehen kann^ vor der 
Hand kein praktisclies Interesse und wiirde sich im tibrigen nacb 
den weiterhin folgenden Entwicklungen oline Schwierigkeit mit er- 
ledigen lassen. 

§ 73. Bei der nun folgenden Erorterung trennen wir die stetigen 
K.-G. yon den unstetigen und bescbaftigen uns zunachst mit den erst- 
genannten^ zu denen im besonderen alle Kollektivreilien gehoreU; 
Jeren Argument durch eigentliche Messung erinittelt wird. Hierbei 
ist Yorab die Rolle klar zu legen, die die sogenannte Ahrimdung der 
in der Urliste oder der Verteilungstafel notierten Argumeiite spielt. 

Die genaue Angabe der Werte einer stetigen Veranderlichen 
erfordert, wenn mit Dezimalbrucben gerecbnet wird, im allgemeinen 
unendlicb viele Dezimalen, denn ein gewohnlicher Bruch liefert nur 
dann einen endlichen Dezimalbruch, wenn die Zerlegung des Nenners 
in Primfaktoren ausschlieBlich auf die Zahlen 2 und 5 fiihrt. Da 
man nun mit unendlicb vielen Dezimalen nicht wirklich rechnen 
kann, so wirft man alle Ziffem binter einer gewissen, jedesmal fest- 
zusetzenden Stelle ab und operiert mit den solchergestalt abgemndeten 
Betragen. Infolgedessen stellt ein notierter Betrag nicht nur den 
Wert der wirklich hingeschriebenen Zahl, sondern zugleich auch die- 
jenigen benachbarten Werte dar, die bei der yorgeschriebenen Ab- 
rundung in den notierten Betrag ubergehen. Werden z. B. in einer 
Tafel Yon Korperlangen alle Angaben mit YoUen Zentimetern notiert, 
so steht die Zahl 171 cm fiir alle Werte, die zwischen 170.5 und 
1 7 1.5 cm liegen; wird dagegen von vornherein mit vollen Doppel- 
zentimetem gerecbnet, so steht die Zahl 170 cm fur alle Werte 
zwischen 169 und 171 cm. 

Geometrisch ausgedriickt fiihren die| vorstehenden Bemerkungen 
zu folgenden Satzen. Ein in der Urliste notiertes Argument a vertritt 
alle Abszissenpunkte ir, die einer gewissen, den Punkt a einschlieBenden 
TeilstrecJie angehdren. infolgedessen zerfallt nach MaBgabe der vor- 
geschriebenen Abrundung die gauze Abszissenachse in eine Polge 
Yon aneinander stoBenden Teilstrecken, und zwar derart, daB innerhalb 
einer Strecke die Jfotierung fiir die darin enthaltenen Punkte x konstant 
bleibt, wahrend beim Ubergange in eine benachbarte Strecke der notierte 
Betrag sprungweise wechselt. Mit Rucksicht hierauf wollen wir die 
Endpunkte der Teilstrecken als WechsdjpunJcte bezeichnen, wobei dann 
die Abszissenwerte der Wechselpunkte als exakte, von Abrundung 
freie Angaben aufzufassen sind. 

Fiir die weitere Erorterung machen wir vor der Hand die meistens 
zutreffende Voraussetzung, daB innerhalb der Urliste durchweg die 
gleiche Abrundung gebraucht worden sei, daB also die Teilstrecken 
samtlich von gleicher Lange und die Wechselpunkte aquidistant seien. 
Wir kdnnen uns dann das System der aquidistanten Wechselpunkte 
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oline weiteres, liber den Bereieh der moglichen Ai-gumente hinaus, nach 
beideu Seiten bin in dem Gfebiete der auBermogliclien Argumente 
fortgesetzt denken. Allerdings stfiBt man in der Literatur gelegentlicb 
anf beobachtete Reiben, bei denen die Weehselpunkte nicbt aqudistant 
sind: es wird desbalb nacbber noch aiizugeben sein, wie solcbe Eeihen 
aufzufassen sind. 

Um mm von der gegebenen Urliste aus zu der Yerteilungstafel 
zu gelangen, scblagen wir folgenden Weg ein. Die Urliste entbalt 
die als beobacbtet notierten x nnd laBt unter der gemacbten Yoraus- 
setzung zugleicb die zugi*unde gelegte Abrundung erkennen. Darauf bin 
tragen wir Kings der horizontal gedacbten Abszissenachse samtliche 
Weehselpunkte ein, die bei der vorgesebriebenen Abrundung fur die 
moglichen und auBermbglichen Argumente in Betracht kommen. Weiter 
schreiben wir unterhalb jeder Teilstrecke, die ja von zwei benach- 
barten Wechselpunkten eingeschlossen ist, die Zahl x bin, die den 
Punkten der Strecke als gemeinsame abgerundete Xotierung zukommt. 
Endlich schreiben wir iiber die Teilstrecke die Zahl y, die angibt, 
wie oft das der Strecke zugehorende x in der Urliste erscheint. Die 
y sind innerhalb des Gebietes der mogUchen x gauze positive Zahleii 
(mit BinschluB der Null), wahrend die beiden, auBerhalb sich an- 
schlieBenden und bis zu den Stellen ± oo reichenden, Gebiete der 
auBermoglichen x bestandig den Wert y ^ o aufweisen. Hierbei um- 
faBt dann das System der x teils leere, teils voile Argumentwerte, je 
nachdem die y null oder von Null verschieden sind. 

Die in der angegebenen Weise hergestellte und langs der ganzen 
Abszissenachse erstreckte Folge der Zahlenpaare (j:*, y) ist nun nichts 
anderes als die primare Yerteilungstafel Fecliners\ man bat nur notig, 
die Abszissenachse aufzurichten, so daB die Stelle — oo nach oben 
zu liegen kommt. 

§ 74. Aus der primaren Tafel lassen sich durch Zusammenlegung 
der Teilstrecken sogenannte reduzierfe Tafeln herstellen. Um dies zu 
erlautern, mache ich der Einfachheit halber die zwar nicht notwendige, 
in der Regel jedoch zutreffende Yoraussetzimg, daB die notierten x 
die Abszissen der Streckenmitten angeben. Ferner denken wir uns 
die Weehselpunkte fortlaufend numeriert und unterdriicken jetzt die 
Punkte mit ungerader Nummer, so dafi sich die urspritnglichen Strecken 
paarweise zu Doppelstrecken zusammenfiigen. Endlich schreiben wir, 
wenn und y\y" die Werte von x und y fiir die beiden Kom- 

ponenten eines Paares bedeuten, an die Doppelstrecke als neues 
Argument x das arithmetische Mittel \{x' + x'") und als Haufigkeits- 
zahl y die Summe y' + y". Dann ist dadurch eine neue Yerfceilungs- 
tafel entstanden, in der die Abrundung doppelt so groB ist, als vorher, 
wahrend das Mittel + so") alle Argumentwerte vertritt, die zwischen 
den Endpunkten der betreffenden Doppelstrecke liegen. 
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Statt die urspriinglichen Teilstrecken paarweise zu vereinigen, 
kann man natiirlich anch je drei, je vier usw. znsammenfassen und 
damit starker reduzierte Tafeln herstellen. Fechner bekandelt diese 
Zusammenlegungen sekr ausfiilirlicli, weil sie bei ihm eine durcbaus 
wesentliche Yorbereitung fiir die Untersnchung der K.~Gr. bilden. Auf 
dem bier von uns innezubaltenden Wege baben jedocb die reduzierten 
Tafeln vorlaufig keine besondere Bedentnng, vielmebr geniigt es, wenn 
wir nns an folgende Siitze balteu: i) die Urliste lehrt das System der 
anzusetzenden WecliseljnmUe Itennen, 2) die umgeordnete Urliste lehrt 
die Menge der hedbachtden Argmnente zuische^i je ztvei aufeinander 
folgenden Wecliseljninlden hennerij 3) die imyndre Verteilimgstafel stellt 
die erlangte Kenntnis in tdbellarischer Gestalt dar. 

§ 75. Aus der primaren Tafel lei ten wir jetzt eine Summentafel 
ab, die die eigentliche Grrundlage fiir die analytiscbe Darstellung des 
vorgelegten K.-G, bilden wird. Es bezeicbne wieder y die Menge der 
zwiscben zwei benacbbarten Wecbselpunkten beobacbteten Argumente, 
femer sei Y die Siimme der y, die zwiscben der Stelle — 00 nnd 
einem beliebig beransgegriffenen Wecbselpnnkte X anftreten, dann ge- 
bort zu jedem X ein bestimmtes Y. LaBt man X die ganze Folge 
der Wecbselpurikte durcblaufen, so ist Y anfangs konstant null, gebt 
dann im Gebiete der moglicben X mit ganzzabligen Werten auf warts, 
obne jemals abzunebmen, erreicbt am Ausgang des genannten Gebietes 
die Umfangszabl m und gebt von da ab mit dem konstanten Werte 
m weiter. Scbreibt man die samtlieben Wertepaare (X, Y) unter- 
einander, so erbalt man eine Tafel der ahsohden Suynmemmie, in der 
die erste Spalte die X entbalt, wabrend die zweite Spalte die zu- 
geborigen Y angibt. Yon dieser Summentafel gelangt man wieder 
riick warts zu der primaren Yerteilungstafel, wenn man in der Z-Spalte 
jede Zabl von der unmittelbar folgenden abziebt. 

Da es bei der Untersncbung eines K.-G. in dem Endergebnis fiir 
gewohnlicb nicbt auf den genauen Wert des Umfangs ni^ sondern 
bocbstens auf seine Grofienordnung ankommt, so woUen wir, um die 
besondere Beriicksiebtigung von yn entbebrlicb zu macben, statt der 
Y die Quotienten Y:m einfiibren und diese mit @(X) bezeicbnen, 
so daB Y gleicb w©(X) wird. Die von X abbangende GroBe @(X) 
ist dann offenbar gleicb der rH. der unterbalb X beobacbteten 
Argumentwerte. Stellt man die Wertepaare der X und ©(X) tabel- 
larisch zusammen, so erbalt man die Tafel der relativen Summen, die 
wieder in die oben angegebene Tafel der absoluten Summon iibergebt, 
wenn man die aufgefiibrten @(X) mit dem Umfange m multipliziert. 
Danacb kann man also auch von der Tafel der @(X) wieder ruck- 
warts zu der primaren Yerteilungstafel gelangen. 

Die Beziebung zwiscben den X und @(X) stellen wir jetzt 
geometriscb dar, indem wir zu jeder Abszisse X das entsprecbende 
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@(Z) als Ordinate abtragen. Dadurch erhalten wir eine Punktreihe, 
die anfangs in der Abszissenachse verlauft, dann ohne jemals zu 
sinken im Gebiete der moglicben X zur Ordinate + i aufsteigt nnd 
von da ab niit der konstanten Ordinate + ^ weiter lauft. 

§ 76. Die mit den Snmmenordinaten SiX) konstruierte diskrete 
Reibe der Summenpuiikte entbalt in geometrischer Einkleidung alleS; 
was naob MaBgabe der primaren Verteilungstafel von dem vorgelegten 
K.-G. ausgesagt werden kann, so daB wir diese Reibe als G-riindlage 
der weiteren Untersucbung nebnien diirfeii. Urn nun auf stetige 
Gebilde zu kommen, fiihren wir neben der Reibe der @(X) nocb die 
Funktion S{oc) der unbescbriinkt veranderlieben reellen GroBe x ein 
und setzen fiir die zu ^{x) geborende Kurve folgende Bedingungen 
fest: i) die Kurve verlauft stetig und gebt durcb samtliche Summen- 
punkte Q{X) bindurch, so daB, wenn x mit X zusammenfallt, 'B{x) 
gleicdi S(X) wird; 2) die Ordinate @(^) nimmt niemals ab; 3) die 
Funktion S(.r) besitzt eine Ableitung die im allgemeinen stetig 

ist, also bocbstens an einzelneii Stellen unstetig wird. 

Die vorstehenden Bedingungen, die in die Punktreibe der @(X) 
eine stetige Folge von Puiikten ©(x) einsclialten , lassen fiir den Ver- 
lauf von S(x) nocb eine gewisse Unbestimmtbeit ilbrig, die wir in- 
dessen vorlaufig auf sicb beruben lassen diirfen, weil sie in der Natur 
der Sache liegt und sicb praktiscb als bedeutungslos erweisen wird, 
sobald man es mit sacbgemaB angelegten Beobacbtungsreiben zu tun 
bat. Es bangt das damit zusammen, daB gemessene GroBen, aucb 
wenn man von den eigentlicben Messungsfeblern absiebt, immer nur 
innerbalb eines gewissen Abrundungsspielraums bestimmt sind, woraus 
sicb fiir alle aus den Messungen eirecbneten GroBen ebenfalls ein 
gewisser Spielraum ergibt. 

Die Funktion ^[x) nennen wir die Siunmenfunldion und die zu- 
geborige Kurve die SiimmenJcurve des vorgelegten K.-G. Diese Namen 
sind bezeicbnender, als der von mir bei einer friiberen Gelegenheit 
(„Zur KoUektivmaBlebre^^ in Wimdts Philosopbiscben Studien Band XIV) 
gebraucbte Ausdruck „Haufigkeitskurve" 

Der Linienzug, welcber in der angegebenen Weise durcb Ver- 
biiidung der beobacbteten Summenpunkte @(X) entstebt, laBt sicb 
als der beobacbtete und deswegen mit dem EinfluB unausgeglicbener 
Zufalligkeiten bebaftete Verlauf derjenigen idealen Kurve auffassen, 
welcbe man erbalten wiirde, wenn man die Urliste mit unbegrenzt 
vielen Gliedem, sowie mit febler- und abrundungsfrei notierten Argumenfc- 
werten aufstellen konnte. DemgemaB erhalt man fiir GroBen, die 
sicb durcb irgend eine Operation aus der idealen Kurve ergeben, die 
entsprecbenden heobachtetm Werte, wenn man die Operation an der 
beobacbteten Summenkurve voUziebt. Von solcben GroBen interessiert 
uns bier zunacbst die Ableitung 93 (a?) der Funktion @{x). Da S{x) 
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die rH. der Argumente angibt^ die bei dem betracbtetea K.-Gr. unter- 
balb r liegen, sa bedeutet das Inkrement d(B{ai) oder ^{o(i)dx die 
rH. der Argamente, welche in das Intervall Ton sc his x dx fallen. 
Denkfc man sich dx konstant, so laufen die 58 (^r) proportional den 
Argumentmengen y einer Verteilungstafel, die mit den unendlicli 
kleinen Teilstrecken dx gebildet worden ist. Dem entsprecbend be- 
zeichnen wir SS(i6*) als die VeHdlimgsfnnldion oder aucb kurz als die 
Verted ung, die dem betrachteten K.-Gr. znkommt; die mit den Ordinaten 
18(^) konstruiei-te Knrve ist dann die Verteilimgslcurve. Liegt fiir 
58 (x’) ein analytisoher Ausdruck vor, so soil dieser gelegentlich auch 
als das Gesetz der Verteilung bezeichnet werden. 

§ 77- Wegen des Verhaltens der Summenfunktion fallt die 58-Knrve 
far die aufiermoglieken x in die Abszissenachse und besitzt im Ge- 
biete der moglicben x positive Ordinaten, die an gewissen Stellen 
aucb den Wert Null annehmen konnen. 

Aus der Beziebung d®{x) ^^{sdjdx folgt, wenn man zwiscben 
den Grenzen a und 6 integriert, 

fh{t)dt^®{h)^e{a). (i) 

Die linke Seite ist der Flacbeninbalt der Figur, die begrenzt wird 
von der 58-Kurve; von der Abszissenachse, sowie von den beiden zu 
X ^ a und r = 6 geborigen Ordinaten; die recbte Seite bedeutet die 
rH. der Argumente, die zwischen die Grenzen a und 6 fallen. Hier- 
durcb wird der Zusammenbang zwiscben den Argumenten der Summen- 
und Verteilungsfunktion veranscbaulicbt. Da 

oo)==o, @(+oo)=i " (2) 

ist, so erbalt man aus (i) nocb die besonderen Beziebungen 

f^{f)dt S(x)j /^8{i)dt=^i, (3) 

Die von der Verteilungskurve und der Abszissenachse begrenzte Figur 
besitzt also stets den Flacbeninbalt Eins. 

Ist ®{x) oder bekannt, so laBt sicb daraus 58 (iZ?) oder (B{x) 
herleiten. Ebenso kann man dann aucb die primare oder die redu- 
zierte Verteilungstafel wieder berstellen, sobald das System der Wecbsel- 
punkte gegeben ist, denn das fiber eine Teilstreeke ausgedebnte Integral 
von 58 (a?) liefert die rH. der in diese Strecke fallenden Argumente. 

Die Betracbtungen, die vorstehend von der TJrliste zu den Punktionen 
@ und 58 geffihrt baben, lassen erkennen, daB man zwei Argument- 
reiben wohl auseinander zu balten hat, entsprecbend den beiden Tafeln, 
die zu dem gegebenen K.-G. konsiruiert werden konnen. In der 
Summentafel gehoren die darin auftretenden x den Wecbselpunkten 
an: ihnen steben gegenfiber die Werte der Summenfunktion ®{x) 
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In der Verteilungstafel dagegen, mag es nun die primare oder eine 
reduziei-te sein, beziehen sich die notierten x auf die Halbierungs- 
punkte der von den Wecbselpunkten begrenzten Teilstrecken ; ferner 
sind die den x gegeniiber gestellten Verteilungfisahlen nicht die Werte 
von SS(.r), sondern die Betrage der liber die einzelnen Teilstrecken 
ansgedehnten Integrale von SS(5?). Wird bei der Konstruktion der 
Summenpunkte statt der primaren Verteilungstafel eine recluzierte 
zugrunde gelegt, so hat das keine andere Wirkung, als daB in der 
urspriinglichen Reihe der Summenpunkte gewisse Punkte unterdriickt 
und entsprechend in der urspriinglichen Summentafel gewisse Zeilen 
geloscht werden. Dagegen andert sich das Aussehen der Verteilungs- 
tafel vollstandig, sobald man mit ihr eine Reduktion vomimmt. 
Hiernach ist die Summentafel in analytischer Beziehung das einfachere 
Gehilde nnd wird darum aueh den natiirlichen Ausgangspunkt fiir 
die weitere Untersuchung abgeben. 

An der Hand der vorstehenden Betrachtnngen laBt sich nun 
noch der ohen beiseite geschobene Fall ungleicher Teilstrecken rasch 
erledigen. Soli die mitgeteilte Urliste oder Verteilungstafel fiir den 
Rechner brauchbar sein, so muB sie unzweideutig die Endpunkte der 
Teilstrecken erkennen lassen, denen die notierten Argumente zuzuweisen 
sind. Damit sind aber sofort fiir die Endpunkte der Teilstrecken 
oder fiir die Wechselpunkte X die SnmmengroBen @(X) gegeben, 
und man kann wiederum eine Summentafel aufstellen. Hierbei ist 
der Umstandj daB die X dieser Tafel nicht mit konstantem Inkrement 
fortschreiten, vorlaufig unwesentlich, wenn er auch, wie sich spater 
zeigen wird, fiir die rechnerische Bearbeitung des vorgelegten K.-G. 
gewisse Erschwerungen nach sich zieht. 

§ 78. An der Hand der Funktion SB (a?) stellen wir noch die 
Definition fiir gewisse, nachher gehrauchte DurchschnittsgrdBen auf. 
Es seien die n willkurlich gewahlten GroBen -Mj, gegeben, 

ferner die n positiven Eoeffizienten deren Summe gleich 

Eins sein soil, dann ist nach der iiblichen Ausdrucksweise die Ver- 
bmdung ^ ^ ^ 


das mit den Gewichten gebildete Mittel der w, Diese Be- 

zeichnung wollen wir jetzt noch etwas anders fassen. Es seien die a 
zunachst rationale Zahlen mit dem gemeinsamen Nenner AT, so daB 
die Produkte 

Na^ = . . . Na„ = A„ 

ganze Zahlen bedenten, dann laBt sich (4) in der Gestalt 

NU=AiUi + --- + A% (5) 

sehreiben. Hiernach kaxm man U anch als das gewShnliche arithmetische 
Mittel aus einer mit den Zahlen u gebildeten GroBenreihe ansehen, 
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die X Glieder umfaBt, und in der die Zahl mit der Haufigkeit 
auftritt. Da nun in dieser GroBenreihe die rH. des Vorkommens 
von u bedeutet, so durfen wir weiter sagen, U sei ein arithmetisches 
Mitt el der bei dessen Bildung auf die durch die Zablen ge- 
niessene Haufigkeit des Vorkommens der Eiicksiclit genommen ist. 

Die vorstebende Betracktnng bleibt bestehen, wenn die a irra- 
tioiiale Zablen sind, nur daB dann N fiber alle Grenzen wacbst; sie 
gilt ebenso auch nock, wenn die Zabl n der unterscbiedenen u un- 
endlicb wird. Dies vorausgescbickt denkeii wir uns einen K -G. mit 
dem Verteilungsgesetz SS(;r) gegeben, so daB die rH. der Argumente^ 
die dem Intervall von x bis ^ + dx angeboreU; durcb das Produkt 
S 3 (x)dx bestimmt ist. Ferner sei T(x) eine irgendwie gegebene 
Funktion von x, deren Werte wir uns fur alle x berecbnet denken. 
Dann soil aus diesen Werten das arithmetiscbe Mittel U gebildet 
werden, und zwar unter Berficksicbtigung der Haufigkeit, mit der 
die X nacb MaBgabe des Verteilungsgesetzes 9S(ir) auftreten. Zu dem 
Bnde sind in (5) die ti durcb die Werte von T und die a durcb die 
Produkte SSdx zu ersetzen, so daB das gesucbte U gleicb der fiber 
alle reellen x erstreckten Summe der Produkte T^dx wird. Dieses 
Mittel werden wir fortan den nacli der YerteUkmg ^ 8 {x) geiildeten 
DurcliscJmiU der FiinUion T{x) nennen und kurz mit ^{Tix)) be- 
zeicbnen. Es ist also 

^{T{x))=jT{x)^{x)dx. 

Da 95 (,r) im Gebiet der auBermoglichen x bestandig verscbwindet, so 
bat man in (6) die Integration tatsacblicb nur fiber das Gebiet der 
moglicben x auszudebnen. 

Wenn die zugrunde gelegte Yerteilung, wie es meistens der Pall 
sein wird, aus dem Gauge der Darstellung ersiebtlicb ist, so werden 
wir aucb kurz nur von dem Durcbschnitt der Funktion T{x) sprecben. 

§ 79. Mit den vorstebenden Entwicklungen brecben wir einst- 
weilen die TJntersucbung der stetigen K.-G. ab und wenden uns zu 
der Frage, wie sicb die gefundenen Satze fur die unstetigen K.-G. 
gestalten. Die moglicben x bilden also jetzt eine Reibe diskreter 
Punkte, deren Anzabl in der Eegel eine endlicbe ist. Zu jedem 
dieser x gebort eine bestimmte Haufigkeitszabl y, die angibt, wie oft 
das einzelne x in der Urliste auftritt, wabrend die Summe der y den 
TJmfang m des vorgesebriebenen K.-G. liefert. Da jedes x der TJrliste 
nur den bingescbriebenen Zablenwert, nicbt aber aucb benacbbarte 
Werte bedeutet, so fallen offenbar jetzt die Teilstrecken und die 
Wecbselpunkte fort. 

Setzt man y = m')X{x)j so ist Vi{x) die rH., mit der das Argument 
X in der primaren Verteilungstafel auftritt. 1 st femer T{x) eine be- 
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liebige Funktion von x, so ist der niit Beriicksichtigung jener rH. 
gebildete Durchsclinitt von T clurcli die Gleichung 

% {T{x)) = S T{x} U (x) ( 7 ) 

gegebeii; wo die Sumnie recbts iiber alle in der Yerteilungstafel vor- 
kommenden x auszudelinen ist. An die Stelle der stetigen Verteilungs- 
funktion 95 (ir) tritt also im vorliegenden Falle die unstetige Wertreihe 
der U{x). 

Ist X ein beliebiger Punkt der Abszissenacbse, und 2(X) die 
Snmme der Vi[x), die dem Punkte X vorbergehen, so ist @(X) inner- 
lialb der einzelnen Strecben, die von den Steilen ± cx^ und den be- 
obacbteten x begrenzt werden, jedesnaal konstant, wachst dagegen, 
wenn X durcb einen Punkt x bindurchgehtj sprungweise um den 
Betrag des entsprechenden An die Stelle der frdlieren Sumraen- 

kurve tritt also jetzt eine Sunnnentrepiye ®ix), die anfangs in der 
Abszissenacbse liegt, dann zwischen den beiden auBersten beobacliteten 
X treppenformig unstetig zu der Ordinate Eins aufsteigt, um von da 
ab mit der konstanten Ordinate Eins weiter zu laufen. 

§ 80 . Der vorstebend dargelegte Unterscbied zwiscben den stetigen 
und den unstetigen K.-6. tritt ubrigens bei der praktiscben Ausfubrung 
stark zuriick, indem es namlicb innerbalb gewisser Grenzen moglicb 
isty einen stetigen K.-G. wie einen unstetigen zu bebandeln, und um- 
gekebrt. Wenn z. B. ein unstetiger K.-G. mit der Verteilung Vi{x) 
voiiiegt.j so bestimme man zunacbst auf der Abszissenacbse die 
Halbierungspunbte X der Strecken zwiscben den aufeinander folgenden 
beobacbteten x und fiige liberdies vor dem ersten und binter dem 
letzten x nocb je einen Punkt X an beliebiger Stelle binzu. Weiter 
trage man in diesen Punkten X und an den Stellen ± 00 als Ordi- 
naten die Werte der Summenfunktion © ab, die aus der Yerteilungs- 
funktion U(^) des vorgelegten K.-G. eutspringt. Endlicb lege man 
durcb die nen entstandene Pimktreibe eine stetige Kurve bindurcb, 
und zwar genau in derselben Weise, wie dies oben bei den stetigen 
K.-G. dargelegt wurde. Dann kann der entstandene Linienzug als 
die Summenkurve eines stetigen K.-G. angeseben werden, dem eine 
gewisse stetige Verteilungsfunktion 95(5:) zukommt. Man bat also 
jetzt zwei K.-G. vor sich, namlicb den vorgelegten unstetigen und den 
daraus abgeleiteten stetigen, deren Summenkurven in den X-Punkten 
zusammenfallen, wobei diese Punkte fur den stetigen K,-G. ofifenbar 
die Rolle von Wecbselpunkten spielen. 

Gebt man umgekebrt von einem stetigen K.-G. tind der zu- 
geborigen Summentafel aus, so denke man sicb fiber jedem Wecbsel- 
punkte X der Tafel durcb den zugeborigen Summenpunkt parallel 
zur Abszissenacbse eine Gerade gezogen, die nacb beiden Seiten bis 
zu den Ordinatenlinien reicht, die den Mitten der beiden dem Punkte 
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X anliegenden Teilstrecken entspreclien. Dadurch entsteht eine 
Stufenreihe^ die als Summentreppe eines unstetigen K.-G. aufgefafit 
werden kann. Die sind dami durch den von Stufe zu Stnfe 
spmngweise erfolgenden Hohenzuwachs gegeben, wabrend als Argu- 
niente von Xi{x) die Mitten der Teilstrecken der nrspriinglichen Summen- 
tafel anzuseben sind. 

Selbstverstandlicli ist die Verwisclning des Unterscbiedes zwiscben 
den stetigen nnd unstetigen K.-G. nur so lange angangig^ als man 
sich auf die Betracbtung einzelner Punkte der Summenkurven be- 
scbranken darf, denn der Dnterscbied tritt natiirlicb mit voller 
Scharfe bervor, wenn man die Xurven in ibrem ganzen Verlaufe zu 
verfolgen bat. 

Xacb den vorstebenden Festsetzungen konnen wir nunmebr daran 
geben, die eingefiibrten Punktionen analytiscb darzustellen. 


Elfte Vorlesung. 

Das Exponentialgesetz und die ^-Reike. 

§ 81. Bei der XTntersucbung, die uns jetzt zu bescbaftigen bat, 
wollen wir an den Umstand anknupfen^ daB fiir einzelne K.-G. scbon 
seit langer Zeit eine analytiscbe Darstellung vorbanden ist. Das vor- 
nehmste Beispiel bierfiir ist das sogenannte Gaiifisclie Gesetz Tiber 
die Verteilung der Beobacbtungsfehler, dessen matbematiscbe Form 
sicb bereits in dem „Gesetz der grofien Zablen^^ von JaJcob Bernoulli^) 
vorgebildet findet. Um den Inbalt der von Gau^ aufgestellten Pormel 
deutlicb zu macben, bedarf es in der Spracbe der KollektivmaBlebre 
nur weniger Worte. Wird eine unbekannte GroBe, z. B. eine Lange, 
eiii Winkel oder dergleicben, wiederbolt gemessen, so stimmen wegen 
der sogenannten unvermeidlicben Beobacbtungsfebler die einzelnen 
Messungen im allgemeinen weder mit dem gesucbten wabren Werte, 
noch untereinander uberein. Bildet man nun aus solcben in ge- 
nugender Menge angestellten Messungen einen K.-G., dessen Glieder 
die einzelnen Messungen und dessen Argument die gemessenen Zablen- 
werte x bilden, so gebort dazu eine Verteilungskurve, deren Verlauf 
nacb Aussage des Gati^schm Gesetzes durcb die Gleicbung 

— a exp [— i{x — c)^ (i) 

gegeben ist, worin von den drei Konstanten a, h, c die beiden ersten 
wesentlicb positiv sind. 


i) Jacob JB&mouUij Ars conjectandi (Opus postbumum). Basileae 1713. 
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Die Forme] (i), die wir aucli als einfaelH^s Exponentialgeset^ oder, 
wenn kein ilifiverstandais zu befiirchten ist, nur als ,,Expoiiential- 
gesetz*^ ('abgekurzt E.-G.) bezeiclinen wollen, wurde yon Gauli in 
seiner ^Theoria niotus“ (Abscbnitt III) aus rein theoretischien Be- 
trachtungen hergeleitet, die wir nieht weiter zu };esprechen brauchen, 
weil sie fur die bier vorliegende Aufgabe ohne Literesse sind. Ebenso 
kdnnen wir den Umstand beiseite lassen, dafi der Ausdruck * i i, iiri 
Gegensatz zu unseren Festsetzungen iiber die Funktionen SSu*), den 
Wert Null erst fiir unendiicli groBe Argumente aiminmit, deim die 
Abnahme der ExponentialgroBe gegen Null bin erfolgt fiir groBe x 
so rascb, daB die entsprechenden Werte von praktisch gleicb 

Null zu setzen sind. Dagegen ist fur die Betraebtungen, die uns 
augenblicklicb bescbaftigen, der Umstand von Wiebtigkeit, dafi die 
aus ("i ) entspringende ^’"erteilungskurve symiitetriscb angeordnet ist, 
indem die zu x ^ c geborige Ordinate nicbt nur ein Maximum von 
S8(^), sondern aueb eine Symmetrieacbse der Kurve darstellt. Denn 
aus dieser Eigenscbaft der Formel entwickelte sicb allraablicb ein 
Dogma, namlicb die Vorstellung, daB die Symmetrie der Verteilung 
eine allgemeine und wesentlicbe Eigenscbaft der KoUektivreiben sei. 
Das gescbab, trotzdem sicb dafur — nebenbei bemerkt selbst im Ge- 
biete der Beobacbtungsfebler — weder ein logiscber nocb ein empi- 
riscber nocb ein praktiscber Zwangsgrund beibringen lieB. Es ist 
zweifellos ein Verdienst Fechners, daB er in seiner „KollektivmaBlebre^^ 
mit der Vorstellung von einer selbstverstandlicben Symmetrie der 
KoUektivreiben aufgeraumt bat. Wie fest jedoch dieses Dogma an- 
fanglicb aucb bei Feclmer eingewurzelt war, kami man in seinem 
Werke zwischen den Zeilen herauslesen: er arbeitet sicb erst nacb 
und nacb mit einer gewissen Angstlichkeit und gedriingt durcb unab- 
weisbare Tatsacben zu der Einsicbt durcb, daB die Symmetrie der 
Verteilungskurven nur ein besonderer, an bestimmte Bedingungen ge- 
bundener Grenzfall sei. Selbst ein so scbarfer und unbefangener 
Denker, wie Feclmer, bedurfte erst eines gewissen moraliscben Rucks, 
um sicb zu sagen, daB schlecbterdings kein sticbbaltiger Grund an- 
zufubren sei, wesbalb z. B. die Kurve einer Rekrutentafel symmetriscb 
sein musse, und daB ferner eine solcbe Symmetrie, wenn sie wirklicb 
existierte, geradezu eine im bocbsten Grade merkwiirdige Erscheinung 
bilde. 

§ 82. Durcb die Tatsacbe, daB es unter den K.-G. FaUe mit 
greifbar unsymmetriscber Verteilungskurve gibt, wurde Fechner ge- 
zwungen, an die SteUe der bis dahin fast ausscblieBlicb benutzten 
Pormel (i) einen anderen Ausdruck zu setzen. Der Weg, den er 
dabei einschlagt, ist folgender. Die in Betracht gezogenen K.-G. be- 
sitzen ein Maximum mit AbfaU nacb beiden Seiten bin. Demgem^ 
zerscbneidet Feclmer die Verteilungskurve an dem Orte des Maximums, 
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dem die Abszisse 0 zukommen moge, in einen vorangehenden und 
einen nachfolgenden Ast und sagt, dafi jeder der beiden Aste einem 
besonderen Exponentialgesetze folge, dessen groBte Ordinate mit dem 
Maximum der vorgelegten Verteiiungskurv'e zusammenfalle. Es werden 
demnach fui* den vorangehenden und den uachfolgenden Ast die beiden 
Pormeln 

SS(a') ^ V'{os) = ah exp [— h“{x — c)-], x <CCj 
SS(Jc) = V"{x) = bk exp [— k^{x — d)^\, x'> c 

angesetzt; in denen wegen der fiir die Maxima Torgescbriebenen Be- 
dingungen zunacbst d und ah == bh ist. Eine weitere Bedingung 
erbalt man dadurch, daB der gesamte Flacheninbalt der Verteilungs- 
kurve den Wert Eins besitzen mufi. Erinnert man sick nun der in 
der fiinften Yoiiesung entwickelten Satze liber die Trauszendente O, 
die durch die GleicLung 

^{x) = 

definiert worden war, so wird, wenn der Index 1 wieder die Ableitung 
bedeutet, 

2V\x) = ahy 7 C^\h[x -- c)\y 
2 V"{x) »= bkyiJt 0 [k{x — c)]i- 

Um den gesamten Flacheninbalt zu erbalten, hat man F' nach x von 
— 00 bis Cj ferner V" von bis + 00 zu integrieren und beide Inte- 
grale zu vereinigen. Dies gibt, weil die Summe der beiden Integrale 
gleich Eins sein muB, 

2 = a]/?r{^(o) — <&(— 00)) + by 7 t{ 0 {oo) — ^(o)) 

==** (a 4 “ b^jy^c, 

Daraus folgt wegen ah = bk 

2k^ a(h + k)Y^y 2 % = bQi + A))/??, 

und weiter 

Qi 4 - k) Y'{x) = hkO\h{x — c)\, 

[h + k) r'[x) ^ hk^[h{x ~ c)\. 

Das vorstehende zweiseiUge Gresetz, wie es Fechner nennt, enthalt also 
an verfugbaren Parametem die drei OroBen c, h, k 

Die sinnreiehe Methode, die Fechner zur Bestimmung der drei 
Parameter anwendet, soU hier nicht weiter besprochen werden, des- 
gleiehen auch nicht das zweiseitige „logarithmische^^ Gesetz, das er 
fur gewisse K-G. einfShrt. Es ist namlich leicht zu ubersehen, daB 
die von uns zugriinde gelegte erweiterte Begriffsbestimmung der K.-G., 
die ja auch willkiirlich ersonnene Keihen zulaBt, von vomherein eine 
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andere analytisclie Behandlung der Funktionen S und SS verlangt. 
Derm -wenn als Verteilungskurve ein vorlaufig beliebig gestalteter 
Linienzug auftreten kann, so ist nicht daraa zu denken, daB sicb 
solclie Gebilde allgemeiu einer eiBfachen Formel unterwerfen lasseu. 
Aus diesem Grunde sind fiir unsere Aufgabe auch die von Pearson 
angegebenen Formen (vergl. die Arbeiten von Pearson in den Philo- 
sophical Transactions A. 1895 — 971 unzureickend , obgleich sie in 
matliematisclier Beziekung eine grrjfiere Biegsamkeit besitzen^ als das 
zweiseitige Gesetz Fechners. 

Urn die Fragestellung^ auf die es kier ankommt; dentlick zu 
mackeU; soil zunackst ein Beispiel kerangezogen werden, das einem 
ganz anderen Gebiete entnommen ist. 

§ 83. Wenn ein musikalischer Ton von einem bestimmten In- 
strument erregt wird, so vollfiikrt jedes Teilcken der umgebenden 
Luft gewisse periodiscke Schwingungen. Man denke sick die Aus- 
weickung des Teilckens aus seiner Rukelage in drei zueinander senk- 
reckte Komponenten zerlegt, ferner sei t die Zeit, c eine gewisse fiir 
den Ton ckarakteristiscke Konstante und v = ct, dann ist, wie man 
weiB, jede der drei Komponenten durck eine Fouriersche Reike von 
der Gestalt 

Oq -k cos V + a2 cos 2^ + cos 3^; + • • • 

4* sin + 62 sin 2t; + 63 sin 3^; + • • • 

darsteUbar, in der die a, b gewisse, fiir den gegebenen Ton konstante 
Koeffizienten bedeuten. Durck diese Koeffizienten wird der Ton nach 
Starke und Klangfarbe voUstandig ckarakterisiert, wakrend die von 
der Sckwingungsdauer abkaogende Tonkoke durck die GroBe c be- 
stimmt ist. Die Anzahl der von Null verschiedenen a, b ist, streng 
genommen und von besonderen Fallen abgeseken, unendlich groB, 
jedock kommt bei der Darstellung eines beobachteten Tones nur eine 
begrenzte Anzahl von Koeffizienten als merklick in Betracht, so daB 
die librigen okne Nackteil gleich Null gesetzt werden diirfen. 

Das Wesentlicke an dem vorstehenden Beispiel bestekt offenbar 
darin, daB eine beobacktete Kurve in einer die Beobachtunge# er- 
sckopfenden Weise dargestellt wird durck eine endlicke, aber im 
voraus nickt feststekende Anzakl von Gliedern einer gewissen Reiken- 
entwicklung, und daB dabei der AnsckluB zwiscken Beobacktiing und 
Recknung bewirkt wird durck die passende Bestimmung einer Anzakl 
verfiigbarer Konstanten oder ^Parameter'^ 

Will man den Grundgedanken, der soeben an dem Beispiel eines 
periodiscken Vorganges erlauter-t wurde, auf die K.-G. iibertragen, so 
kommt folgendes in Betrackt. Die Funktionen und Kurven, mit denen 
man es in der KollektivmaBlekre zu tun kat, sind zwar gewissen 
Grenz- und Stetigkeitsbedingungen unterwoifen, im iibrigen aber vor 
der Hand als willkurlich gegeben anzuseken: es kandelt sick also, 
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dlgemein gesprochen^ zunaehst um eine Reihenentvricklung fur ^HU- 
Mrliche Funktionen. Diese Aufgabe Blfit nun fur den vorliegenden 
Fall, wie man ohne -weiteres aus vorhandenen Beispieleu schlieBen 
darf, unendlich viele Arten der Losung zu, die allerdings, wie man 
ebenfalls aus Beispielen in anderen Gebieten entnebmen kann, filr die 
analjtische Darstelluiig der K.-G. nicbt alle gleich zweckmaBig sein 
werden; es kommt also darauf an, aus der unbegi-enzten Mannigfaltig- 
keit der mogliclien Losungen solche berauszusuchen, die sich den 
Eigenschaften der am baufigsten auftretenden K.-G. gewissermaBen 
von selbst und in abnliclier Weise anscblieBen, wie das bei periodi- 
scben Vorgangen mit der Foiirierschen Reibe der Fall ist. Endlicb 
wird man nocb zu forderii baben, daB die berausgesucbte Losung aucb 
fiir die numeriscbe Recbnung binlanglicb bequem sei, dean die an- 
gesetzte Reibenentwicklung soli nicbt nur ein tbeoretiscbes Bediirfnis 
befriedigen, sondern aucb eine ausgiebige Anwendung auf beobacbtete 
K.-G. zulassen. 

§ 84. Nacbstebend wird nun eine Losung angegeben werden, die 
recbt weit gebenden Anspriicben genugt und darauf berubt, daB man an 
dem Symbol sg (j/ — ;c) die 2)-0peration vollziebt. Zunacbst mogen der 
besseren tjbersicbt balber die Vorbereitungen zur Herleitung der ge- 
suchten Losung kurz zusammengestellt werden. 

Das 3)-Zeichen, mit dem wir im folgeiiden fortwabrend arbeiten 
werden, bedeutet einen mit gewissen Gewicbten gebildeten Mittelwerfc 
aus einer endlichen oder unendlicben GroBenreibe. Daraus flieBen fur 
das Recbnen mit dem ®-Zeicben einige einfacbe Regeln, die man 
sich zweckmaBigerweise ein fiir allemal einzupragen bat. 

Bedeutet A eine Konstante, so ist = A. Ferner ist fiir 

eine beliebige Funktion T{x) 

^(AT)^A%{T), 

d. h. konstante Faktoren diirfen nacb Belieben vor oder binter das 
2)-Zeicben genommen werden. Weiter ist, wenn zwei Funktionen 
T(x) und U{x) gegeben sind, 

2)(r± D)==S)(r)±®(co. 

Endlicb lassen sicb, wenn T{x) auBer dem Argument x nocb einen 
von X unabhangigen Parameter t entbalt, lineai* nacb dem Parameter 
auszufiibrende Operationen beliebig vor oder binter dem 3)-Zeicben 
vollziehen: als Beispiel konnen dienen die nacb t auszufiibrende Sum- 
mation, Integration und Differentiation. 

Weiter baben wir uns des in § 36 abgeleiteten Satzes zu er- 
innern, der auf den Gleicbungen 

u = ^{x ~ e), V — 1i{y -- c), =» i , (2.a) 

sg — F (2.b) 
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beruht. Hierin ist die nach den Polynomen 9 ?,^ und den Ableitungeu 
0 ,^ fortechreitende Reibe als eine gen&erte Darstellimg von sg{y-~-X) 
aufzufassen, deren Fehier durch die GrdBe F angegeben wird. Die 
GroBen x, y, o sind auf endlicbe Werte zn besckranken, ferner sind 
die GroBen li, t, w bestandig positiv zu nebmen, wobei li angebbur 
von Null versebieden bleiben muB^ wabrend dem Parameter ic be- 
liebig kleine, aber angebbare Werte zu erteilen sind. Yon dem Febler 
F gilt dann foigender Satz: wenn A und B zwei fest vorgescbriebene 
und beliebig kleine angebbare GroBen bedeuten, so lilBt sicb eine 
Zabl 6f derart bestimmen, daB fiir die zwischen o und G gelegenen 
Werte von i€ der Febler F zwiscben den Greiizen ± A bleibt, so 
lange y — x auBerbalb eines kritiscben Intervalls mit den Grenzeii 
± B bleibt; fiir die innerbalb dieses Intervalls falleiiden Werte von 
y — X liegt F sicber zwiscben den Grenzen ± 2. 

Den vorstebenden Satz benutzen wir jetzt, wenn wir an der 
GroBe sg (i/ — x) die 2 ) -Operation vollzieben. 

§ 85. Bei einem stetigen K.-G. mit der Verteilung besitzt 
der nacb 58 (.r) genommene Durcbscbnitt einer Punktion T\x) die 
Gestalt 

^fT{x)^{x)dx, (3) 

wo die Integration iiber das Gebiet der moglicben x auszudebnen ist, 

das nacb der fruber getroffenen Festsetzung ganz im Endlicben liegt. 
Setzt man fiir T(x) den Ausdruck sg (y — x), wobei y vorlaufig als 
eine Konstante anzusehen ist, so wird 

® [Sg (2/ — ^)] =“/ Sg (2/ — a;) ® {x)dx. ('4) 

Fiibrt man die ©-Operation an der Gleicbung (z.b) aus, so entstebt 
die genaberte Gleicbung 

® [sg (2^ - a:)] = S (5) 

deren Febler die Form ©(JF) besitzt und nacb (3) in der Gestalt 

%{F) = / F^{x)dx (6) 

gescbrieben werden kann. Um den Betrag von ©(JF) abzuscbatzen 
denken wir uns, was erlaubt ist, in (6) die Integrationsgrenzen nacb 
den Stellen ± 00 verscboben; femer fiibren wir die oben mit Ay By 
G bezeicbneten GroBen ein und zersebneiden das Integrationsgebiet 
an den Stellen 

f^y — B, g = y + B, 

so daB drei Abszissenabscbnitte mit den Grenzen — 00, +00 

entsteben. Dann liegt die GroBe y — x bei den auszufubrenden Inte- 
grationen auBerbalb oder innerbalb der kritiscben Grenzen ± B, je 
nacbdem die Int^ationsveranderliche x einem der beiden auBeren 

BrxtnB, WaiiTHcheijQlioihkeitsrbolmim^^ 8 
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Abszissendbsclinitte oder aber dem inneren angebort. Weiter scbreiben 
wir unter Berttcksiebtigung der aufgestellten Abscbnitte die Gleichung 
( 6 ) in der Gestalt 

2) (F) =Jm{x)dx +j^FSi{x)dx +J^m{x)dx (7) 


und ersetzen darin, indem wir den in (5) auftretenden Parameter w 
unterbalb G balten, den Febler F durcb seine in den einzelnen Ab- 
scbnitten auftretenden oberen Grenzwerte, namlicb A, 2, A. Damit 
liefert offenbar die recbte Seite Ton (7) einen zu groBen Betrag, d. b. 
S)(i^ ist sicber kleiner als der Ausiruck 


J^A^{x)dx +J^2f8{x)dx +J^A^{x)dx. 


Die Summe der beiden auBeren Integrale ist kleiner als A, da ja das 
voUstandige von — 00 bis + 00 genommene Integral fiber SB (a;) den 
Wert I besitzt. Bezeicbnet man femer mit M den groBten Wert' 
von SB (a:) innerbalb des mittleren Abscbnitts, so ist das mittlere Inte- 
gral kleiner als 


s 


2 Mdx = 2 M{g — /) = ^JSM. 


Hiernacli wird 2 )(i^ numerisch kleiner als A + 4 ^^} d. h. man 
kann den FeHer der Gleichung (5) durch Einfiihrung eines hin- 
reichend kleinen Wertes von w oder auch von i — i beliebig klein 
halten, so lange die Verteilung 95(5?) durchweg endlich bleibt. Ferner 
besteht die Brauchbarkeit von (5) auch noch fur Verteilungen, bei 
denen unendlich groBe Werte von 9 S(:r) auftreteU; sobald man fiir den 
Parameter y vorscbreibt^ daB sein Abstand von den TJnendlichkeits- 
stellen der Funktion 93 (iu) nieht unter eine gewisse beliebig klein vor- 
zuschreibende angebbare Grenze sinken diirfe. 


§ 86. tJbertragt man die vorstehenden Betrachtungen auf den 
Pall eines unstetigen K.-G. mit der Verteilung TX{x), so gelangt man 
zunachst wieder zu der Reihe (5), nur daB jetzt der Fehlerausdruck 
die Gestalt 

<Si{F) = S J-UC®) 


annimmt, wo die Summation nach x iiber die Gesamtheit der mog- 
lichen x auszudehnen ist. Da bei dieser Summation die x auf feste 
diskrete Werte beschrankt bleiben^ so hat man, um die Brauchbar- 
keit von (5) zu sichem, nur zweierlei vorzuschreiben: erstens namlich, 
daB I — i geniigend klein sei, und zweitens, daB der Abstand der 
GroBe y von den Argumenten der Verteilung U(ir) oberhalb einer ge- 
wissen kleinen Zahl B bleibe. 

Sind die x, wie es gewohnlich der Fall ist, in endlicher Menge 
vorhanden und aquidistant, so woUen wir die y der Einfachheit halber 
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in die Mitten der von den :r abgegrenzten Teilstreeken legen und uns 
das System dieser Halbierungspnnkte nach vorwarts und riickwarts 
mit konstanten Abstanden fortgesetzt denken. Diese Halbierangs- 
punkte konnen dann nach einer fruheren Bemerkung zugleich als die 
Wechselpunkte einer stetigen Verteilung SS(;rj aufgefaBt werden^, die 
in ihren Wechselpunkten dieselben SuminenTrerte wie Xiix) besitzt. 

§ 87. Vei'schiebt man in (3) die Integrationsgrenzen nach — oc 
nnd + 00, was wie wir wissen erlaubt ist, so kann man schreiben 

2)[sg ( 2 / — ==^sg(2/ — x)'i8{x)da: ~ X)‘3S(x)dx. 


Die rechte Seite nimmt, wenn man den Verlauf der sg-GroBen unter 
den Integralzeichen beachtet, die Gestalt 


J" S&{x)dx --JjB[x)dx 


an und geht, wenn man sich der Bedeutung der Summenfunktion 
@(a;’) erinnert; in 


[©(2/) — ©(— 00)] — [©{00) — ©(?/)] == 2 ©(^) — I 
ilber. Daraus entsteht, wenn wir fortab den Fehler ^[F) beiseite 
lasseu; die Gleichung 

2 @ («/) — I = S ® [ 9 t (m) J 9 {v)^, ( 8 ) 

WO 

u *= h(x — c), == h(^ — c) (g) 

ist. Zu derselben Pormel gelangt man, wenn man einen unstetigen 
K.-G. zugrunde legt und die oben fiir ^ angegebene Einschrankung 
beriicksichtigt. 

Spaltet man die Gesamtheit der Argumente x des betrachteten 
K.-G. in die beiden Mengen, die unterhalb und oberhalb y liegen, so 
erhalt man fiir die zugehorigen rHH. die Werte ©(«/) und i — 
deren Differenz auf den Ausdruck 2 © — - i , also auf die linke Seite 
von (8) fuhrt. Die Reihe (8j liefert also eine Darstellung fiir die 
GroBe, die nach einer friiherea Bemerkung als der 'relative Vberschu^ 
der unterhalb y gelegenen x zu bezeichnen ist. 

Bei der weiteren Benutzung der Reihe (8) werden wir der Ein- 
fachheit halber t == i setzen und erhalten damit die Fundamental- 
forynel fiir die interjpolatorische JDarsteUung wiUJcurlich gegebmer KoUeMiv- 
reihen in der Gestalt 

- I = (10) 


Zu der vorgenommenen Vereinfachung ist zu bemerken, daB die 
Porderung eines angebbar von der Einheit verschiedenen Weilies der 
GroBe t lediglich zur Sicherung der unbedingten Konvergenz der 
Reihenentwicklung eingeftihrt Borden ist, also nur in betracht kommt, 
wenn es sich um die Summation der unendliehen Reihe (5) handelt. 

8 * 
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Nun koinmt die Benutzung der Reihe (lo) zur numeriselien Berechnuiig 
von @0/) praktisch iiur dami in Frage, wenn man dabei mit einer 
gewissen heovanzt^n Gliedermenge ausreiclit^ wobei es fur den Augen- 
blick gleicbgiiltig ist, ob diese Menge funf oder zebn oder etwa 
hundert Glieder umfaBt. In einem solcben Falle ist aber der Ansatz 
t = I obne weiteres erlaubt. Koiiimt es dagegen nicbt auf die nume- 
rische Berechnung von @(2/); sondern nur darauf an^ die Funktion ©(t/) 
durch das System der als Reihenkoeffizienten auffcretenden Durch- 
schnittsgroBen ©(Si) zu definieren oder zu charakterisieren; so ist der 
Wert von t iiberbaupt gleicbgiiltig, denn die GroBen ®( 9 l) bangen 
von t nicbt ab und sind bereits durcb den Verlauf der Funktion ©(y) 
Oder ©(rr:) vollstaiidig bestimmi Dies wird sicb spater noch deutlicber 
berausstellen, wenn wir an die Untersuchung der Grdfien S)( 9 ft) geben. 

§ 88. SoUen die Vorteile, die die Reibe (10) in der Kollektiv- 
maBlebre gewahren kann, ausgenutzt werden, so ist es wesentlicb, 
dafi die Berecbnung der einzelnen Glieder moglicbst bequem gemacbt 
wird. Das Haupterfordernis bierfur ist die rascbe Ermittlung der 
Werte der ^-Funktionen, d.b. die AufsteUung binreicbend ausfiibrlicber 
Tafeln fiir diese Funktionen bis zu einem gewissen Index bin. Dem- 
gemaJB sind im Anbange viersteUige Tafeln ftir die Grundfunktion ® 
selber und fiir die GroBen 

^1; ^2:2, ®s:4, ^6^32 

gegeben, womit man in zablreicben Fallen voUkommen ausreicbt. 
Waiter zu geben babe icb vorlaufig nicbt fiir angezeigt gebalten; es 
scbeint mir zweckmafiig, in dieser Hinsicbt erst einmal die Erfabrungen 
einer langeren praktiscben Erprobung der ganzen Metbode abzuwarten. 

In den genannten Tafeln sind zu den GroBen die Divisoren 
2, 4, ... binzugefiigt worden, um die Annebmlicbkeit zu erreicben, 
dafi in der Tafel jeder Funktion das Maximum sicb nicbt weit 
von Eins entfernt. Selbstverstandlieb wird man die aufgescblagenen 
Tafelwerte nicbt mit den betreffenden Potenzen von 2 multiplizieren, 
um die entsprecbenden 0- GroBen zu erbalten, sondern vielmebr diese 
Potenzen einfacb als Multiplikatoren zu den Koeffizienten der Reibe (10) 
scblagen. 

tJber die Herstellung der Tafeln fur die Ableitungen von ® moge 
noch folgendes bemerkt werden. Die angesetzteii Tafelwerte wurden 
zunacbst so scbarf, als es die siebensteUigen Logaritbmentafeln zu- 
lassen, einzeln gerecbnet, dann auf secbs Stellen abgerundet und durcb 
Differenzen gepriiffc. Ferner babe icb zur Kontrolle nocb jeden zebnten 
Tafelwert unabbangig von dieser ersten Recbnung nacb einem ab- 
weichenden Formelsystem abgeleitet. Danacb ist zu boffen, daB die 
vorliegenden Tafeln von der strengen' Korrektbeit nur vereinzelt um 
eine Einbeit der letzien SteUe abweicben. 
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§ 89. Als Gesamtergebnis der bisherigen Entwicklung luid als 
festen Ausgangspunkt fur die Behandlung der KollektirmaBlelire baben 
wir jefczt die Reihe (10 f vor uns. Die gefundene Reihe liefert uns 
eine Losung der friiber gestellten Aufgabe, namlich Auffindung einer 
allgemeinen analytischen Darstellnng der Kollektivgegenstande. Die 
ZweckmaBigkeit der gewablten Form bangt von der Zalil der jedesmal 
mitzunebmenden Glieder ab, und es kann natiirlicb der Fall eintreten^ 
dafi die 0'Reibe vregen der Menge der mitzunebmenden Glieder im- 
zweckmiiBig Tvird, gerade so, wie bei der Darstellung periodischer 
Vorgange die FourierscJie Reibe praktiscb versagen kann. Wir diirfen 
jedocb diesen Fall einstweilen beiseite lassen, indem wir sagen, daB 
wir zunacbst zuzuseben baben, wie weit man mit der aufgesteUten 
Losung iiberbaupt kommt. Stellt sicb dabei beraus, daB andere 
Losungen notig sind, so wird man danacb sucben. 

Gescbicbtlicb mag noeb erwabnt werden, daB bereits Bessel in 
der Abhandlung ,,Uniersuchimgen iiber die WahrscheinUchhnt de 7 ' 
Beobaclitimgsf elder (Astronomisclie NaeJiricliten, Band 15)“ sicb mit der 
Aufgabe bescbaftigt bat, eine analytiscbe Darstellung gegebener Yer- 
teilungsfunktionen zu entwickeln; er findet tatsacblicb eine Reibe, 
deren Glieder sicb aus Ableitungen der Funktion 0 zusammensetzen, 
unterlaBt es jedocb diesen, fiii* die ganze Aufgabe wesentlichen, Umstand 
weiter zu verfolgen, da der von ibm benutzte Ansatz die Bildungsweise 
der Koeffizienten ganz undurcbsicbtig macbt. 

Die nacbste Arbeit wird nun darin besteben, die Eigenscbaften 
der Gleicbung (10) oder, wie wir fortan kurz sagen wollen, der 
Reihe naber zu untersucben. Hierbei wollen wir zur Abkurzung 
des Ausdnicks einige Bestimmungen treffen, an denen weiterbin, so- 
weit nicbt das Gegenteil bemerkt ist, immer festgehalten werden soli. 

Vorgelegt ist ein stetiger oder unstetiger K.-G. mit dem Argument 
jr, der Suramenfunktion @(.r) und der zugeborigen Yerteilung ^{x) 
oder U(^). Mit der positiven Konstante h und der positiven oder 
negativen Konstante c wird die GroBe 

ti = h{x — c) 

gebildet, die fortan als das Hilfsargiiment bezeichnet werden soil. Zu 
dem Hilfsargument werden die Polynome 5 R(w)y angesetzt und aus ihnen 
die nach SS(ir) oder ll(ip) genommenen Durebscbnitte 

bergeleitet, die wir auch kurz mit bezeicbnen werden, wenn es 
nicbt darauf ankommt, die benutzten Parameter e, h besonders er- 
sichtlicb zu macben. Dann bat die gefundene Darstellung die Gestalt 

2 <B{x) — I = Sx)(c, {q = o,i ,.. .) (i i) 
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ATO Do irnmer gleicli Eins ist, und die Grundfonkfcion O selber 
bedeutei 

Das Gebiet der Veranderliclieii x in der Gleicbung (ii) ist durcb 
die Bedingung beschrankt, daB nur endiicbe Werte Ton x in Betracbt 
kommen. AuBerdem sind unter gewissen Umstanden von jenem 
Gebiete noch weitere Stellen anszascbliefien, wenn man der Znlassigkeit 
der Gleicbung ( i i) sicker seiii will. Verstekt man unter B eine beliebig 
kleine aber angebbare Zabl und bezeicknet die von x —■ B his x + B 
reickende Argumentstrecke als die Dmgebung von x, so kat man bei 
einem stetigen K-G. in (ii) die Umgebung derjenigen Stellen aus- 
zuscklieBeU; in denen ^{x) unendlick wird. Ebenso sind bei einem 
unstetigen K.-G. die XJmgebungen der moglicken Argumentwerte von 
U(^) oder mit anderen Worten die Sprungstellen der Summentreppe 
auszuscklieBen. 

Di£Ferentiiei*t man (i i) nack x, so erkalt man bei einem stetigen 
K.-G. fiir die Verteilungs-Funktion ^{x) die Darstellung 

2 ^{x) = (12) 

Bei einem unstetigen K-G. kat die Berecknung der Ableitung von ^{x) 
keinen Sinn, da ja ')X{x)j als Funktion der stetigen Verandeiiichen 
X aufgefaBtj im allgemeinen null ist und nur fiir die moglicken 
Argumentwerte einen von Null versckiedenen Wert annimmt. 

§ go. Uber die Konstanten c und h war bisker nickts nakeres 
festgesetzt worden, abgeseken von der Bedingung, daB h stets einen 
angebbaren positiven Wert besitzen muB. Es ist nun im allgemeinen 
vorteilkaft, bei der Ansetzung von c und h soicke Werte zu bevorzugen, 
durck welcke man zugleick gewisse Nebenbedingungen zu erfullen 
vermag. Hierzu gelangen wir durck folgende Betraektungen. 

Der Koeffizient D^ wird, da 'St{u\ = — w ist, durck die Gleicbung 

Di = ®(— u) — Jix) — h^{x) 

bestimmt Hierin tritt die GroBe S)(a?) auf, die fortan als der Argument- 
durchsclmiU des vorgelegten K.-G. bezeicknet werden soli. Waklt man 
fur den Parameter c den besonderen Wert so wird D^ 

offenbar null. 

Fur das Poljnom bestekt die Gleicbung 

491 == 2}i^{x — c)* — I , 

woraus durck die ©-Operation 

4D2 « — c)^] — I 

folgt. Setzt man fiir c den ausgezeickneten Wert und fiikrt die 
GroBen s und \ durck die Bedingungen 
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ein, so wird fur das Wertepaar \ der Koeffizient gleich Null. 
Die Reihe (i i) erscheint dann in der Grestalt 

2 B{x) -- I -= 0{u) + Ds 0(«)8 + i>4 + * ' *; 

ti -= h^ix — Co), (^3‘1>) 

worm die Glieder mit 0^ und 0^ fehlen. Diese Gestalt der $-Reihe 
soli fortan als die Normalform bezeichnet werden. 

Die Bildung von s kann noch etwas anders eingekleidet werden. 
Setzt man namlich mit den n willkurlieh gegebenen GroBen . . . a„ 
die Gleichung 

nA^ ~ (Zj + ^2 “I" ’ ' * "i“ 

an, so pflegt man A das mit den g-ten Potenzen gebildete Mittel der a 
zn nennen und spricbt demgemaB fur g = 2, 3, . . . von einem quadra- 
tiscben, kubischen usw. Mittel. Hiernach erscbeint s als das quadra- 
tische, unter Berucksichtigung der Haufigkeiten 3S(.r) ocler U(^p) gebildete 
Mittel der Differenzen x — Cq, die ibrerseits als die Abweichungen 
der X von ibrem Durcbschnitt oder S)(.r) anzuseben sind. Man 
konnte daher a fiiglicb als die „mittlere Abweicbung^^ des vorgelegten 
K-G, bezeicbnen. Da jedocb dieser an sicb ganz passende Ausdruck 
baufig aucb iiocb fiir andere Mittelwerte jener Abweicbungen gebraucht 
wird, so woUen wir der Deutlicbkeit balber fiir die GroBe $ einen 
besonderen Namen einfubren und sie die Streuung des betrachteten 
K-G. nennen. 

Die Streuung wird in der Tbeorie der Beobacbtungsfebler seit 
langer Zeit unter der Bezeicbnung „mittlerer Febler" benutzt; dieser 
Name bat jedocb in der allgemeinen KollektivmaBlebre keinen Sinn 
und wiirde leicbt zu ganz scbiefen Vorstellungen fiihren. Ferner 
tragt in der Feblertbeorie die GroBe \ den Namen „Pr*azision‘^, welcber 
Ausdruck bier ebenfalls nicbt paBt. Jedocb will ich dafiir keine 
andere Bezeicbnung einfubren, sondern \ lediglicb als eine fur die 
Recbnung bequeme ZwiscbengroBe bebandeln, wobei noch folgender 
Umstand in Betraebt kommt. Bedeuten namlicb die x die gemessenen 
Betrage einer pbvsiseben GroBe, z. B. einer Lange, einer Masse oder 
dergleicben, so kommt ibnen eine bestimmte Dimmsmi zu, und die 
gleicbe Dimension ist den GroBen c, Cq, s zuzusprecben, wabrend Ji 
und Jiq die reziproke Dimension besitzeu, also in der Regel nicbt un- 
mittelbar anscbaubcb zu macben sind. 

§ 91. Die GroBe s, ftir die wir baufig aucb das unmittelbar 
verstandlicbe Zeicben str(ir) gebrauchen werden, ist als eine MaBzabl 
fur die Starke der Ausbreitung der Argumentwerte anzuseben: je 
groBer $ ist, desto groBer ist im allgemeinen die Abszissenstrecke, 
fiber welche bin die Argumente ausgebreitet oder serstreid sind. Um 
diesen Zusammenbang zifPermaBig zu verfolgen, denke man sicb von 



120 


Elfte Torlesung. § 91. 92. 


der Stelle x = Cq aus nacli beiden Seiten das a-fache der Strenung s 
abgetragen, wobei a eine beliebige positive Zabl bedeutet Dann wird 
die Argumentmenge welche zwiscben den Punkten 

x^c^ — as iind + (14) 

enthalten ist, durcb die DiflFerenz 

M = <B{Cq + as) — @(Co — as) 

ansgedriickt. Das Hilfsargument u der Normalform nimmt fiir die 
beiden Punkte (14) die Grestalt ± an, wo 

V = li^as = a]/o.5 === 0.707 1 a 
isfc. Darans folgt fiir M der Ausdruck 

0 {v) + D^ 0 {v), + D, 0 {v), + . . ., (15) 

den wir in der Gestalt 

3£ = A -f- ^ “^4-^ “b 3 ^-^6 “h * ' * ( ^ 

scbreiben wollen. Die GhroBen A, JB, 0 , . . . hangen nnr von a ab; 
eine Vorstellung fiber ibren Verlauf gibt das nacbstehende Tafelcben. 


a 

A 

B 

c 

0.5 

+ 0.383 

+ 0.484 

— 1. 106 

I.O 

+ 0.683 

+ 0.484 

— 0.726 

1*5 

+ 0.866 

+ 0.146 

4- 0.237 

2.0 

+ 0.955 

— 0.108 

+ 0.486 

2.5 

+ 0.988 

— 0.143 

+ 0.185 

3.0 

+ 0.997 

— 0.080 

— 0.040 

3*5 

+ 1. 000 

— 0.028 

— 0.065 


Wie man aus den vorstebenden Zablen erkennt, ist die Menge der 
Argumente, die von um mebr als 3 s abweicben, aufierst gering, 
falls nicht etwa die Koeffizienten . . . gi*6Bere Werte annebmen. 
In dieser Beziebung mag bier bemerkt werden, daB bei der weitaus 
uberwiegenden Zahl der bisber genauer untersucbten Kollektivreiben 
die Betrage von und 3 ^-^6 ^ter 0,1 bleiben. Hiernacb kann 
man die Faustregel aussprecben, daB die Hauptmenge der Argumente 
in einem Abszissenintervall von der secbsfacben Lange der Streutmg 
entbalten ist. Oder ancb: das Intervall, welcbes die Hauptmenge der 
Argumente enthalt, liefert nacb Division mit 6 einen genaberten Wert 
der Streuung. Selbstverstandlicb ist diese Regel nur fur solcbe K.-G. 
braucbbar, bei denen die Koeffizienten Dg, . . . gentigend Mein 
sind. :^merkenswert ist nocb, daB die ungeraden D- Koeffizienten in 
dem obigen Ausdruck von M berausfallen. 

Die Streuung war als das quadratisebe Mittel aus den Ab- 
weichungen gefonden worden. Man kann nun fragen, wie sicb 
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dieses Mittel gestaltet, wenn die Abweichnngen von einer anderen 
Stelle c ans gereclmet werden. Setzt man die Identitat 

[x — cf = (iz; — c^f + 2 {x — c^}{Cq — <?) + (^0 — 

an und nimmt davon den Durchschnitt^ so fallt der mittlere Term 
auf der rechten Seite heraus und man erialt 

Das quadratische Mittel der Abweichungen wird also ein Minimum, 
wenn c — ist, und fallt um so groBer aus, je vreiter sich c von 
entfernt. Dieser Umstand lafit erkeimen, da6 str(jr) unter den quadra- 
tischen Mitteln der Abweicbungen in der Tat eine besondere Stellung 
einnimmt und deshalb eine Bevorzugung verdient. 

§ 92. Die ^-Reihe benutzt als Bestimmungsstiicbe der Summen- 
Funktion die GroBen S)(.'r), str{x) und die mit den normalen Werten 
der Parameter Cj Ji berecbneten Koeffizienten T)(c, li)^^ von ^ = 3 ab. 
Diese GroBen beruben in letzter Linie auf den Potenzmitteln der 
Abweicbungen x — Die YerTrendung solcber Potenzmittel zur 

Charakteristik gegebener Yerteilungen reicht sehr weit zuriick^ sie ist 
in der Tat der nacbstliegende und einfachste Weg, um zu einer ziffer- 
maBigen Obarakterisierung der Kollektivreiben zu gelangen. Es verstebt 
sicb jedocb von selbst, daB nocb andere Bestimmungsstxicke zugrunde 
gelegt werden konnen. Desbalb mogen der Yollstandigkeit balber 
nocb die von Fechner als Hauptwerte bezeicbneten Argumente erwabnt 
werden, namlicb der aritbmetiscbe Mittelwei-t, der Zentralwert und 
der dicbteste Wert. 

Der aritlimetische Mittelwert bei Fechner ist identiscb mit der 
oben als Argumentdurcbscbnitt bezeicbneten GroBe %{x). D&r Zentral- 
wert ist durcb die Bedingung @(^)==o.5 gegeben und bezeicbnet die 
Stelle, welcbe gleicb viele x iiber und unter sicb bat. Eine rascbe, 
wenn aucb meistens nicbt sonderlicb scbarfe Bestimmung des Zentrab 
wertes erbalt man, wenn man die Glieder der TJrliste oder die be- 
obacbteten Argumente nacb ihrer GroBe fortlaufend numeriert und 
dann das Glied mit der mittleren Nummer beraussucbt. Der dichteste 
Wert oder das Dichtigheitsmiftel gibt das Argument an, das am 
baufigsten vorkommt, also zu dem groBten Werte von ^8{x) oder Vi{x) 
gebort; in der Umgebung des dicbtesten Wertes drangen sicb daber 
die Glieder des K.-G. am sl^rksten zusammen, Ist die Yerteilung 
sjmmetriscb und besitzt sie iiberdies nur ein einziges Maximum, so 
fallen die drei genannten Hauptwerte zusammen. 

Die Ermittlung des zweiten und dritten Hauptwertes kann in 
einzelnen Fallen als summariscbe Obarakteristik ein Interesse besitzen, 
ist indessen von untergeordneter Bedeutung, wenn es sicb um die 
Untersucbung der allgemeinen Eigenscbafien der K.-G. handelt. 
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Sind in der Normalform der d^-Reihe die Koeffizienten . . . 

klein genug,nni je nacb. der vorgescliriebenenReclinungsscharfe yernacli- 
lassigt werden zu diirfen, so liefert ihre Unterdriickung die Grleichungen 

u = \{x — Co), 2®{x) — I =- ^{u), 

2 SB {x) == 7 ?o ^ (w)i, Yx^ 8 {x)^ \ exp. (— , 

d. h. SS(rr) geht in das einfacbe Exponentialgesetz tiber. Hiemach 
kann man, je nacli dem Betrage der nnterdriickten Glieder, die K.-G. 
in zwei groBe Gruppen spalten: die erste nmfaBt alle Formen, bei 
denen das Exponentialgesetz als eine, wenn aucb manehmal nnr robe 
Annabernng gelten darf, die zweite dagegen entbalt die Pormen, bei 
denen das genannte Gesetz nicbt einmal als robe Annabernng anzn- 
seben ist. Durcb diese Bemerknng wird die ExponentiaLPormel, die 
eine Zeit lang als eine Art Naturgesetz aufgefaBt wnrde, in das ricbtige 
Licbt geriickt; sie spielt fiir eine umfangreicbe Gruppe der in der 
KoUektivmaBlebre zu bebandelnden Verteilungen eine abnlicbe RoUe, 
wie etwa in der Erdmessung die Vorstellung eines kngelformigen 
Erdkorpers. 

Bei dem Exponentialgesetz findet das Maximum yon 9 S(a;) fur 
X ^ statt und besitzt den Wert hiYTt, Diese Eigenscbaft kann 
man gelegentlicb benutzen, um rascb zu einer Scbatzung yon Jiq und 
damit yon str(ir) zu gelangen. 

Setzt man bei dem Exponentialgesetz fiir x die Werte c^iiw 
ein, so folgt aus den Qleicbungen 

2 @(Oo + tc) — I = 2@(Co — — I = \w) 

durcb Subtraktion 

@(Co + w) — (S(Cq — ^c) = OQiqW). 

Wir woUen nun w so wablen, daB das Interyall mit den Grenzen 
Cq ± w gerade die Halffce der Argumente entbalt. Es ist dann zu setzen 

= 0.5, 

woraus TiqZV === 0.47694 und waiter durcb Multiplikation mit 5]/2 

w = 0.6745 ^ 

folgt. Hierfur kann man die meistens ausreicbende Abktirzung 
w === 2 $: s setzen. 

Die GroBe w wird yielfacb als die wahrscheinlidhe Ahweichung 
bezeicbnet und spielte seitber bei den TIntersucbungen, die sicb mit 
der Voraussetzung des einfacben Bxponentialgesetzes begntigen, eine 
RoUe als MaB fiir die Ausbreitung der Argument werte 5 sie wird jedocb 
als solches wertlos^ sobald man die Aufgabe der KoUektiymaBlebre 



Das Exjjonentialgesetz nnd die 0-Reilie. 123 

allgemeiner und scharfer als friiher fafit. Betzt man namlich fiir einen 
K.-G. mit beliebiger Yerteilung wieder die Gleiciimg 

©(c -f w) — B{c — iv) = 0.5 (17) 

an und fugt dazu, weil die zwei Grdfien c und w zu bestimmen sind, 
zur Festlegung von e eine passencle Xebenbedingung^ so wird sicb 
bei einem stetigen K.-G. ini allgemeinen eine bestimmte Lcisung von 
(17) ergeben. Dagegen kann bei einem unstetigen ¥.-G. der Fall 
eintreten, daB die Gleichung (17) unendlicb viele Losungen zulaBt 
und daB infolgedessen iv unbestimmt wird. Um dies einzuseben, 
nehme man an, daB zunachst eine Liisung gefunden worden sei, daB 
ferner fiir diese, was ja vorkommen kann, die Werte von ^{c + le) 
und © (c — w) gleich den Ordinaten zweier Stufen der Summentrej^pe 
des betrachteten K.~G. seien, und daB fiber dies die gefundenen Werte 
von c ± den Mitten dieser Stufen entspreeben. Dann kann man, 
selbst wenn c festgebalten wird, iv innerbalb gevrisser Grenzen variieren, 
obne daB die Gleichung (17) aufhort erfiillt zu sein: damit wire! aber 
die Losung von (17) tatsacblicb unbestimmt. Wabrend also das durch 
strte) gegebene AusbreitungsmaB fiir stetige und unstetige K.-G. gleich 
gut und jederzeit anwendbar ist, miifite man den Gebraucb der wahr- 
scheinlicben Abweichung, die ebenfalls nur als AusbreitungsmaB zu 
dienen bestimmt ist, von vornberein auf stetige K.-G. beschranken. 
Unter solcben Umstanden darf man die wabrscbeinlicbe Abweiebung 
rubig dabin verweisen, wohin sie jetzt gehort, namlich in die Sammlung 
der „historiscben Altertiimer". 

§ 93. Legt man bei der allgemeinen Untersuebung der Kollektiv- 
reiben die Darstellung durcb die Funktion 0 zugrunde, wie das fortan 
gesebeben soil, so ersebeinen die in der ^-Reibe auftretenden Para- 
meter, namlich der Argumentdurchschnitt die Streuxmg str(,r) 

und die zur Normalform gehorigen Werte der D-Koeffizienten jedesmal 
als die eigentlichen Bestimmungsstiicke der vorgelegten Yerteilung, 
vrabrend der Verlauf der dazu gehorigen Summenfunktion durch die 
^-Reibe selber gegeben ist. Diese Parameter wollen wir fortan als 
die numerischm Elemmte der betrachteten 0-Reibe bezeichnen. 

Bei dem einfachen Exponentialgesetz kommen nur zwei Elemente 
in Betracbt. Sebreibt man namlich die zugehorige Yerteilung, wie 
es gewobnlicb gesebiebt, in der Gestalt 

u^h{x-'C)y (18) 

so gehort dazu die Gleichung 

2 ©(57) — I = 0 {uy (19) 

Es liegt also, da die Koeffizienten und verschwinden, die Xormal- 
form vor*, gleichzeitig sind aber aneb alle ubrigen D-Koeffizienten null. 
Dmgekebrt mnB eine Yerteilung, die dem E.-G. geborebt, auf die 
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GrleiclLungen (i8) und (19) fiihren, sobald ihi'e Darstellung in die 
Normalform gebracht wird. 

Sieht man von dem Falle des E.-G. ab, so erscbeinen die nume- 
rischen Elemente zunacbst in unendlicher Anzahl, wie das bei der 
Darstelluiig einer vorlaufig willkiirlicben Punktion Ton vornberein 
selbstverstandlicb ist. Dieser TJmstand schlieBt jedocb nicbt aus^ daB 
im einzelnen Palle scbon eine endlicbe Anzabl von Elementen ans- 
reicliend sein kann, um saintlicbe Elemente ibrem Werte nacb fest- 
zulegen. Bei beobacbteten Kollektivreiben tritt dieser Pall sogar 
immer ein, wie die folgende Uberlegung lebri Die eingefdbrten 
Elemente ervreisen sich namlicb, wenn man ibrer Entstebnngsweise 
nacbgebt; zunacbst als Verbindungen der Durcbscbnittsgrofien 

^{x% die ibrerseits aritbmetiscbe Mittel aus den Argument- 
potenzen sind, denn vs^enn man in der, m Glieder umfassenden, Urliste 
des voTgelegten K.-G. die m darin notierten einzelnen Argumentwerte 
der Reibe nacb mit bezeicbnet, so ist 

= S {x^y, (q = i,2,... m). 

Q 

Solcbe Potenzsummen lassen sicb aber, wie in der Algebra gezeigt 
wird, durch m unter ibnen, z. B. durcb die m niedrigsten, die zu 
p 1 bis jp — m geboren, ausdnicken, woraus das Gleicbe fur die 
Grofien und die aus ibnen abgeleiteten numeriscben Elemente folgt. 

Die vorstebend angefiibrte Art von Abbangigkeit zwiscben den 
numeriscben Elementen ist allerdings von geringem Interesse, denn 
ibre Gestalt b'angt ausscblieBlicb von der Umfangszabl 7n ab und bat 
mit der besondern Porm der vorgelegten Veiiieilung scblecbterdings 
nicbts zu tun. Aus diesem Grunde werden im allgemeinen nur solcbe 
Abbangigkeiten Beacbtung verdienen, deren Gestalt nicbt an den 
Umfang des K.-G. gebuiiden ist. Derartige Beziebungen treten auf, 
wenn fur die untersucbte Verteilung ein bestimmtes Gesetz, d. b. ein 
bestimmter analytiscber Ausdruck gegeben ist, der nur eine begrenzte 
Anzabl von willkurlicben Parametem entbalt. Beispiele dazu werden 
uns spater begegnen, wenn es sich um theoretiscb konstruierte Ver- 
teilungen bandelt, wie sie aus dem Umenscbema von Bernoulli und 
Poisson entstehen. 

Wenn man bei der Aufstellung des Systems der fur eine Ver- 
teilung cbarakteristischen Bestimmungsstucke darauf Wert legen woUte, 
daB diese GroBen einen moglicbst einfachen Zusammenbang mit den 
beobacbteten Argumentwerten besitzen, so wUrde eine solcbe Forderung 
offenbar bei den Potenzmitteln 2){^) obne weiteres erfiillt sein. Tat- 
sacblicb sind denn auch, wie bereits erwabnt wurde, die Potenzmittel 
von jeber, seit man sicb mit der matbematiscben Untersucbung von 
Verteilungen bescbaftigt bat, als Bestimmungsstucke herangezogen 
worden, wie das z. B, scbon die moisten alteren Arbeiten uber Be- 
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griindung der llethode der kleinsteii Quadrate lehren. Sobald man 
jedoch der Baclie naher rdckt, stellt sich heraus, daB es nicht die 
Werte der Potenzmittel sind, auf die es schlieBlick ankommt, sondern 
vielmelir die Werte gewisser, zweekmaBig gewahlter, Yerbindungen 
dieser MitteL Xoch deutlicher wird dies durch ein einfaches Beispiel. 
Es gibt zalilreiche Kollektivreihen^ die sich nicht erheblich you dem 
einfachen Exponentialgesetz entfernen und liinreichend genau dargestellt 
werden, weim man in der <&-Eeihe nur bis zu dem Gliede vierter 
Ordnung geht. Bei solchen Koilektivreihen nimmt die Oleichung fur 
die Summenfunktion in der Normalform die Gestalt 

2 B { x ) — 1 = 0 + D3O3 + 

an. Das erste Glied rechts liefert fiir die Veiieilung eine Kurve, 
welche die leicht zu iibersehende glockenfi^rmige Gestalt des einfachen 
Exponentialgesetzes besitzt. Dazu komnien dann aus den beiden anderen 
Gliedern rechts gewisse kleine Abweichungen von dem Exponential- 
gesetz, dereii Yerlauf sich, wenn D3 und I)^ numerisch gegeben sind, 
an der Hand der Tafeln der O-Funktionen sofort iibersehen laBt. 
Eine solche Ubersicht wiirde sich aus den Werteii von und 

direkt gamicht gewinnen lassen. Die Sache liegt hier ahniieh 
wie in der Erdmessung. Urn die Unterschiede zwischen hoch nnd 
niedrig auf der Erdoberflache darzustellen, wiirde der geometrisch 
einfachste Weg daiin bestehen, daB man fur die Erdoberflache die 
Distanzen der einzelnen Punkte vom Erdschwerpunkt angibt. In 
Wirklichkeit geschieht dies aber nicht, sondern man benuzt die Ab- 
stande von dem sogenannten Meeresniveau, d. h. von einer Referenz- 
flache, deren Definition alles andere, als geometrisch einfach ist, 

§ 94. Geht man daran, beobachtete K.-G. zu untersuchen, so 
stofit man auf gewisse Fragen, die ziemlich standig wiederkehren und 
die man 'deshalb ein fiir allemal im voraus zu erledigen suchen wird. 
Von solchen Fragen sollen hier die nachstehenden behandelt werden: 

1) Transformationen der Argumente, 

2) Mischung von Argumenten, 

3) Mischung von Verteilungen, Dnabhangigkeit der Argumente, 

4) Unsicherheit errechneter Elemente, 

5) EinfluB der Abrundung. 

Bevor wir uns jedoch der TJntersuchung der genannten Fragen 
zuwenden, moge zur Abkiirzung der Ausdrucksweise die folgende Be- 
merkung vorausgeschickt werden. Wenn zwei K.-G. mit den Argumenten 
X und X gegeben sind, so kann man die zugehorigen Summen- 
funktionen einfach durch die Symbole ©(a?) und ©(X) ausdrucken, 
da ja das hinter dem ©-Zeichen stehende Argument jedesmal unzwei- 
deutig angibt, welcher von den beiden K.-G. gemeint isi Der Buch- 
stabe © spielt dabei zunachst die RoEe ernes Operationszeichens und 
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zeigt tiberdies nocb die aus der Operation entspringende Funktion 
an. Das gleiche Yerfabren werden wir bei den Zeichen SS; U; 2), 
str. nsw. innehalten. Der YorteiL, der daraus fiir die tFbersichtlicbkeit 
aller Entwicklungen entspringt, wird weiterbin zur Geniige bervor- 
treten; er berubt wesentlicb darauf, da 6 man fur die einzelnen Grofien 
nicbt immer besondere Zeicben festznsetzen bat. 


Zwolfte Vorlesiing. 

Transformation der Argnmente. 

§ 95 . Bei der Untersucbung eines K.-G. wird der Beobachter 
far das Argument x im allgemeinen diejenige Mafibestimmung zu- 
grunde legen, welcbe ibm fur die Ausfubrung der Arbeit als die be- 
quemste erscbeint. MiBt er z. B. Scbadelumfange, so wird er einfacb 
die Langen dieser Umfange, in Millimetern oder einer anderen Ma 6 - 
einbeit ausgedruckt, zum Argument der KoUektivreibe macben. Nacb- 
traglieb kann sicb nun aber berausstellen, daB es bei der weiteren 
Bearbeitung der Beobacbtungen zweckmaBiger ist, das ursprunglicb 
gewahlte Argument durcb ein anderes zu ersetzen, also z. B. nicbt 
mit den gemessenen Langen, sondern mit deren Logaritbmen zu 
recbnen. In solcben Fallen bandelt es sicb dann darum, das ur- 
sprunglicbe Argument zu transformieren und die entsprecbende Um- 
wandlung der fur den untersucbten K.-G. cbarakteristiscben GroBen, 
d. b. also der numeriscben Elemente aufzusucben. 

Soli an die Stelle des ursprunglicben Argumentes x das neue 
Argument X treten, so muB jedem x, das beobacbtet wird oder be- 
obaebtet werden konnte, ein bestimmtes X entsprecben und umgekebrt. 
Wir setzen desbalb X ^ f(x) und nebmen mit Rucksicbt auf die Um- 
stande, die praktiscb allein in Betracbt kommen, an, daB im Gebiete 
der moglicben x die Ableitung von f{x) endlicb und stetig, sowie 
durcbweg von Null verscbieden und positiv sei. Die beiden Verander- 
licben x und X steigen und fallen dann gleicbzeitig, ferner gebort 
zu jedem x nur ein X und umgekebrt. Daraus folgt dann nocb, 
daB bei dem vorgelegten K.-G. simultane Werte von x und X immer 
gleicb oft auftreten. 

1st der K.-G. unstetig, so wird, wie die letzte Bemerkung lebrt, 
U(X) « U(rr). 1st dagegen die Verteilung stetig, und Y^f{y\ so ist 
die Menge der unterhalb Y liegenden X gleicb der Menge der unter- 
balb y liegenden x, d. b. man bat @{Y) — ®(y)j woraus durcb Diffe- 
rentiieren 


^&{Y)dY^^&{y)dy 



Transformation der Argumente. 


127 


folgt. 1 st femer T{X) irgend ein von X abhiingender Ausdruck, so 
wird, je nachdem die Verteilung unstetig oder stetig ist, 

® [r{X)] = S T{X) U(X) = S T{X) , 

®[r(X)} =^fT{X)S 8 {X,dX =^fT{X)^{x)dx. 

Daraus folgt dann, wenn man zusammenfaBt, 

nT{X)]=nT{m)], (0 

wo der Durchscbnitt links nach X, rechts nach x zu nekmen ist. 

Setzt man, um zu den niimerischen Elementen von X zu ge- 
langen, fiir T{X) die Potenz so hatte man, um die nenen Ele- 
mente durch die ursprunglicben auszudriicken, die recbte Seite von ( 1 1 
analytisch. als Funktion der urspz'unglichen Elemente darzustellen. Es 
genxigt nun aber, fiir f{x) einen relativ einfachen Ausdruck, wie z. B. 
Log^ zu wahlen, um sofort zu erkennen, daB man auf diesem Wege 
fiir gewohnlich nicbt vorwarts kommen wiirde. Daraus darf man 
jedocb nicbt schlieBen, daB die Transformation der Elemente fiir ge- 
wohniicb iiberbaupt nicbt ernstlicb in Betracht zu zieben sei, denn 
wir werden spater bei der Behandlung numerischer Beispiele seben, 
daB die Transformation auf niimermhem Wege obne Scbwierigkeit 
und durcbaus reinlicb ausgefiibrt werden kann, sobald nur die vor- 
gelegte Verteilungstafel nicbt mit tibermaBig starker Abrundung be- 
baftet ist. Zu dem Ende bat man, wie scbon bier bemerkt werden 
moge, nur notig, die Transformation in die Verteilungstafel selber zu 
verlegen. 

§ 96. In einem besonderen Falle verscbwinden die Scbwierig- 
keiten der analytiscben Transformation, namlicb dann, wenn die 
Funktion f{x) linear, wenn also 

X = a{x + 1 ) (2) 

ist, wo die GroBen a, 6 Konstanten bedeuten. In diesem Falle ist 
das Ergebnis, wie sicb zeigen wird, sebr einfach. 

Die angegebene Transformation kommt darauf binaus, daB man 
bei der Konstruktion der Summenkurve erstlicb den Nullpunkt der 
Abszissen um die Strecke 6 zuruckschiebt und zweitens die Abszissen 
mit einem a-mal groBeren MaBstabe als vorber abtragt. Dem ent- 
sprecbend diirfen wir uns die ganze Operation in zwei einfachere und 
nacbeinander auszufiibrende Transformationen zerlegt denken, die 
durcb die Gleicbungen 

X^x + h und X=^ ax 

gegeben sind. 

Bezeicbnet man die StQcke, die durcb die Transformation ein- 
ander zugeordnet werden, durcb die gleicblautenden kleinen und groBen 
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Buehstaben, so kann man fiir die Transformation X=^ x -\-i der 
Reibe nach ansetzen: 

X + b, 

C - S(Z) - ® (a? + &) == + & - c? + &; 

also weiter 

(7 = c + 6 , 

X — C X — c, 

Quadriert man die letzte Grleicbnng xmd nimmt dann den Durchscbnitt, 
so wird 

str(Z)2=-str(rc)^ 

woranS;, well die Streuung immer wesentiich positiv ist, 

str (X) = str {x) 

folgt. Ferner ergeben sich mit den Grleiehungen 

I 2/2.2 str {xY, I == 2 IP str (Xy 

die Beziehungen 

h^H, 

U^h{x-c), U^H{X^C), 

woraus fur die Hilfsargumente u, U der zn ^{x) nnd @(X) gehorigen 
Normalformen die Gleichungen 

u U, 

flieBen. Damit erbalt man fiir die D-Koeffizienten der Normalform 
der beiden ^-Reihen die Ausdriicke 

Die, h)^ = = nm),] = D{C, E\, 

Oder 

Hiemach laBt die Transformation X = x + b die numerischen Ele- 
mente nngeandert, mit Ausnabme des Argnmentdnrchsclmitts ^{x)j 
der sick um den Betrag b verschiebt. 

§ 97. Behandelt man in abnlicher Weise die Transformation 
X^ ax fiir den Fall eines positiyen a, so yerlanft die Reclmung 
folgendermafien : 

X = aXy 

C ^ SD{X) %{ax) ^ a®(a?) == ac, 

X—C^a{x^ c). 
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Durcli Quadrieren und Mittelnehmen entstelit der Reihe nach 

strtXr = str(^7-, 

str(X) 

I = 2 H- str (X'f ^ 2 Ir str (xf , 

Ea^li, 

r - H{X - C) - Ea(x - e) = h (x - , 

I){C, 

Die Transformation liiBt also wieder die />-Koeffizienten ungeandeii, 
ersetzt aber die GroBen "^ (x) und str(.r) durch ihren r/-fachen Betrag. 

Um nun nocli den Fall eines negativen a zu erledigen;^ genugt 
es, daB man sicb mit den beiden vorliergehenden Transformationen 
noch die Transfomiation X = — x kombiniert denkt. Die Rechnung 
hierzu lautet; 

A == — X j 

C == $(X) == Si— x) == — S(.r) == — c , 

X — C' = — (.r — c) ; 
str (X)^ =* str(^)^, 
str (X) == str (x), iT = h , 
r- E{X - C) - ~ Ji(x - c) = - u. 

Daraus folgt, weil die SR-Polynome zugleicb mit ihxem Index gerade 
Oder ungerade sind; 

Die Transformation X = — x kelirt also das Yorzeielien des Argument- 
durchschnitts und der ungeraden D-Koeffizienten um, laBt dagegen 
die tibrigen Elemente, d. h. str (a?) und die geraden D-Koeffizienten 
ungeiindert. 

Von den drei betraehteten Transformationen verschiebt die erste 
die Summenkurve langs der Abszissenachse, walirend die zweite eine 
Streckung der Kurve in der Richtung der Abszissen erzeugt. Zu der 
dritten Transformation ist zu bemerken, daB fiir — y die rH* der 
unterhalh Y liegenden X oder ®(X) gleicb der rH. der oherhalb y 
liegenden a*, also gleicb i — ^(y) ist, woraus 

Q{Y) + ®(y)^i 

folgt. Man erbalt also die transformierte Summenkurve, weim man 
der ursprdnglicben Kurve erst eine Drebung von i8o® um den Null- 
punkt erteilt und sie dann nocb um die Strecke + i in die Kobe 
scbiebt. 

Bruns, 'W'abrscheialiclikeitsrechnung. 9 
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ZwOlfte Vorlesung. § 98, 99. 


§ 98. Die Hsher behandelten Transformationen bezieLen sicb 
auf das Argument x einer vorgelegten KoUektiTreihe. Es sind nun- 
mehr noch die Beziehungen abzuleiten, die auftreten, wenn man das 
Silfsargument der ^-Eeibe transformiert. Zu dem Ende denken wir 
uns, daB die ®-Reibe eines K.-G. in zwei yerscMedenen Formen auf- 
gestellt worden sei: einmal mit dem willkurlicben Parameterpaar c, \ 
sodann aber aucb noch mit einem anderen -vnllkurliehen Parameter- 
paar C, H. Setzt man demgemaB 

u = li{x — e), TJ= B{x — C), (3) 

= =©[ 3 ?^], (4) 

D^ = D(C 7 ,^), = 2 )[?R(Z 7 y, (5) 

so handelt es sich darum, die Dp dureh die auszudracken. 

Auf Grrund der Reihenentwicklung 

exp (— zrr — c®) = S 3t(r)j(2B)« 
setzen wir die Ausdriicke 

t = S fR(M)p(2D’®)p = exp (— , (6.a) 

T = S ^{JJ)S2hvY = exp (— 2 TJhv — (6.b) 

an, aus denen durci Division unter Beracksichtigiiag derBezielmngen(3) 
I it ^ exp (— zchHv + 2 ChSv — 

folgt. Mit den Substitutionen gli und erhalt man darans 

t=^'B^{u)^{ 2 gwY, T='^^{U\{ 2 wY, ( 7 ) 

p 9. ^ 

T:t = exp (— 2 cHtv 4 - 2 CBw — g^w^. 

Setzt man nun 

/ = ■ H{c-C)^fTc, 

so wird zunaehst 

T :t = exp (— 2f'kw — = S ^{f)^{zhwY 

T^t'EF^{2wY. 

Fiihrt man bierin fiir T xind t wieder die Eeiben (7) ein, so ent- 
stebt die Beziebnng 

Sfft(D)j(2*®)«= [I] 5 R(M)^( 2 ^M;)i>] .[IlDp(2w)>-]. 

Multipliziert man recbter Hand ans imd spaltet dann die G-leicbung 
nacb den Potenzen von w, so wird 


( 8 ) 
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WO die Summe nacli p von o bis q zii luufen hat. Fiilirt man end- 
lieh noch die 3 ) -Operation aus, so erhalt man vregen (4) und (5) die 
Beziehungen 

Aj = + • • • + d,F,^, (9) 

deren Anweiidung die Kenntnis die HilfsgroBen 

g-=‘II:h, (10) 

f = Hie — C ) : li, (ii) 

(12) 

verlangt. Damit ist oflfenbar die verlangte Transformation hergestellt. 

§ 99. Bei der Benutzung von (9) empfiehlt es sich gewohnlich, 
den tibergang von h) auf {C, Hi niebt in einem Zuge anszufuhrenj 
sondern ihn in zwei getrennte Schritte zu zerlegen, indem man z. B. 
erst von {c, h) auf {C, 1 i) und dann von (C, h) auf {C, H) libergeht. 
Fiir den tbergang von {c, h) auf (G, li) hat man 

H^h, = I j 7 t‘ == o ^ f=oCj 
fh=.]i(c-C), 


so dafi die F zunachst in der unbestimmten Form 0x00 erscheinen. 
Geht man jedoch auf die in § 33 gegebenen Ausdriicke der 9 t-Polj- 
nome zuriick, so wird 

F,^[h{C--c)Yir\. 


Damit gelangt man zu dein Formelsystem 

dp^I> {e, li)p , Dp^D (C, li)^ , (13) 

F^=^{h{C-c)Y-.T\, (14) 

I^q = dqF^-r d^^_.^F^-\ (* 5 ) 


Wird nur der zweite Parameter li geandert, so ist, wenn man wieder 
auf die Formeln (9) — (12) zuriickgeht, C = c zu setzen. Da dann 
o wird, so verschwinden nach § 33 die ungeraden F, wiihrend 
fiir die geraden F., = {- F)" : 4V! 


ist. Damit gelangt man zu den Formeln 

D^ = I>{c,H)^, (16) 

g = H:h, F = i-^S (17) 

= (- : 4’'rl = (<7® - = 4’'r' , (18J 

A, = Y^d^F^ + + • • • • ( 19 ) 


Die gefundenen Formeln finden namentlich dann Verwendung, 
wenn man bei der Berechnung der numerischen Elemente von der an 
spaterer Stelle zu entwickelnden Summenmethode Gebrauch machen will. 
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Dreizehnte Torlesung. § lOO — 102. 


Dreizehnte Vorlesung. 

3Iiscliui!g von Argnmenten- 

§ 100. Bei der Anfzahlung der zu behandelnden Aufgaben war 
in § 94 nacli der Transformation der Argumente die Argumentmischung 
genaimt worden. Es soli zunachst der Sinn dieses Ausdrucks an 
einem Beispiel dentlich gemacbt werden. 

Gregeben seien n Dmen mit weiBen und schwarzen Kugeln. 

Diese Umenreihe teilen wir in r Grruppen , G^, wobei die 

Grruppe Gj. ans % Urnen bestehen moge, so daB 

+ h % 

ist, Aus jeder Time wird unter Zuriicklegung der Kngel einmal ge- 
zogen. Hierbei notiert man erstlich die Zabl Xj^ der weiBen Kugeln, 
die aus den Urnen der Gruppe Gj^ stammen, und zweitens die Gesamt- 
menge x der gezogenen weiBen Kugeln, so daB 

H 

ist. Wird nun dieser Versuch unbegrenzt oft wiederbolt, so verteilen 
sich die beobachteten Werte jedes Xy. nach einem gewissen Verteilungs- 
gesetz das Ton der Fiillung der Urnen in der Gruppe Gy ab- 

hangt. Ebenso yerteilen sick die Werte Ton x nach einem bestimmten 
Gesetz ')X{x), und man kann dann fragen, wie Vi{x) von den einzelnen 
abhangt. 

Will man die vorstehende Aufgabe allgemeiner fassen, so kann 
das in folgender Weise geschehen. Ein Versuch wird unter konstanten 
Versuchsbedingungen unbegrenzt oft wiederholt; jeder einzelne Ver- 
such liefert fiir die r Veranderlichen x^,x.2y...x^ ein bestimmtes 
Wertsystem, und zwar derart, daB der beobachtete Wert eines Xy 
jedesmal vollig unabhangig von den gleichzeitig beobachteten Werten 
der iibrigen x ist; innerhalb der Versuchsreihe folgen die Xy bestimmten 
Verteilungsgesetzen ' 3 ^{x^ oder Vi{Xy)] gesucht wird die Verteilung fur 
die Veranderliche x, die als Punktion der Xy durch einen Ausdruck 
von der Form 

T{x^,X 2 ,...x;j 

gegeben ist. 

Bei der weiteren Verfolgung der Aufgabe beschranken wir uns 
auf den Pall, wo a? eine mit konstanten Koeffizienten gebildete lineare 
Verbindung der Xy von der Gestalt 

iT = ^0 -h “1 h (i) 

ist, und prazisieren die Aufgabe dahin, daB die numerischen Elemente 
von X durch die Elemente der Xy ausgedrilckt werden soUen. Da 
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man die rechte Seite yon (i) durcli lineare Transform at ion en von 
der Form 

. 4 , A', 

in die Gestalt Xj + + • • • X'^ hringen kanu, und da ferner die 

Elemente der X;, sick in einfacker Weise aus den Elementen der 
ergeben, so ist es keine ^vesentliche Einsckrankiing der AUgemeinkeit, 
Tvenn wir statt (i) den einfackeren Aiisdruck 

.v; = .r^ + .r. -f r <'f) 

zugrunde legen. Wir wollen in diesem Falle sagen: cc ist ein 
Argiunmt das durck die Jlischunff der r Argumente entstanden ist. 

§ loi. Um bei der Untersuckung die stetigen und unstetigen K.-G. 
nickt besonders auseinander kalten zu niiissen, soil eine Vorstellung 
gebrauckt werden, die auch spaterliin nock von Xutzen sein wird. 
Wenn ein Argument x mit seiner Yerteilnng vorliegt, so denke man 
sick das Gebiet der unbesekrankten Verauderlicken x in unendiick 
viele und unendiick kleine Teilstrecken dx von gleicker Lilnge zerlegt 
und die rH. der Argumente, die in die Strecke von x bis x + dx 
fallen, mit U{x) bezeicknet. Daim ist bei einem stetigen K.-G. U{x) 
gleich ^{x)dx, bei einem unstetigen kingegen gleick Vi{x) oder Null, 
je nackdem die Teilstx*ecke dx einen moglicken Argumentwert yon 
U(x) entkalt oder nickt. Die C'GroBen fiir die in (2) auftretenden 
Argumente sollen einfack durck U{x^) und U{x) bezeicknet werden, 
da das kinzugefugte Argument ziir Untersckeidung ausreickt Hier- 
nack ist fur eine Funktion von der nack der Yerteilnng von x^ 
genommene Durckschnitt durck das Zeicken 

= (3) 

gegeben, wo die Summe liber samtlicke Teilstrecken dx^^ auszudeknen ist. 

Fragt man jetzt weiter nack der Yerteilung, welcke nickt dem 
einzelnen Argument sondern dem ganzen System der Xf^ und damit 
auek dem Argument x zukommt, so erkalt man, weil die % unabkangig 
yoneinander yariieren, aus der Produktregel fiir zusammengesetzte 
Ereignisse die gesuckte rH. eines bestimmten Wertsystems der Xj^ in 
Gestalt des Produktes 

F=^U{x,)U{x,)---U{x;). (4) 

Bedeutet also T eine Funktion der so ersckeint der nack alien 
Wertsystemen der genommene Durckscknitt von T in der Form 

2)(j)=Srp, (5) 

WO die Summe iiber alle zulassigen Wertsysteme der auszudeknen ist. 

§ 102. Fiir den in (5) angesetzten Durckscknitt gelten gewisse 
Regeln, die das Recknen mit dem Ausdrucke S)(T) erleicktern. Ist 
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Dreizehnte Vorlestmg. § 102. 103. 


der Ausdruck I frei von x.^, so kann man das Prodakt TP in der 
Gestalt U{x^W schreiben, wo W als Faktoren aufier T nock die 
JJlx/) mit den Nnmmem k = 2 bis h = r enthalt. Man kann dann 


ansetzen 


5D(T)=[Scr(a:i)]-[STF], 


WO recliter Hand die Summation in dem ersten Faktor nur nach. 
in dem zweiten dagegen nacli den iibrigen x,, vorzunehmen ist. Nun 
nimmt der erste Faktor wegen der Bedeutung von U{x^ den Wert 
Eins an, so dafi sich 2 )(T) auf die nacli x^, . , .x^ genonimene Summe 
von W reduziert. Hiemacli darf man, wenn T von x^ frei ist, in 
dem Produkt TP den Faktor U{x^ einfach unterdrucken und die 
Summation von TP so ausfiikren, als wenn das Argument X-^ tiber- 
baupt nicbt vorbanden ware. Der gleicbe ScbluB gilt, wenn in T 
mebrere Argumente fehlen, fur samtlicbe feblenden Argumente. 

LaBt sicb T in zwei Faktoren P und S derart zerlegen, daB 
die einzelnen Xj^ immer nur in dem einem oder dem andern der beiden 
Faktoren vorkommen, so denke man sich die P{x^, deren Argumente 
in P vorkommen, zu dem Produkte M vereinigt und das Produkt der 
iibrigen TJi.x^ miij Pf bezeichnet. Dann kann man zunachst 


®(T) = [SPJTI • 


scbreiben, wo rechter Hand iiinerhalb der Klammem die Summationen 
immer nur nacb denjenigen Xj^ auszuffibren sind, die binter dem 
Summenzeichen in P oder S wirMicb vorkommen. Daraus ergibt 

die Regel Sfr, _ S(J!) . S(a), 


wo rechter Hand in den beiden Faktoren die ©-Operation jedesmal nur 
nacb den dabinter vorkommenden Xj. zu bewerkstelligen ist. 

§ 103. Nacb der vorstebenden Einscbaltung kebren wir wieder 
zu der Gleicbung 

« = «! + H f- = Saij (6) 


zuruek und bezeicbnen mit c, , . die normalen Werte der 

Parameter c, li der Hilfsargumente, die bei der Darstellung der Ver- 
teilxmgen von a;, gebraucbt werden. Dann kann man unter 
Berticksicbtigung der soeben entwiekelten Regeln ansetzen: 

C==2]Ci., ' (7) 


Quadriert man die letzte Gleicbung und nimmt den Durcbschnitt, 
so wird 


str {xf = SS® [(ic^ - c; [x^ - Cj)]. (8) 



Mischung von Argumenten. 


135 


Sind die Xummern g und Ic voneinander verscliieden; so wird 
- c,)] = - c^i] - {^{x, - %ij = o, 

da ja 25 ^ foy) — = o ist. ilan hat also in (8) nur die 

Glieder zu beriicksichtigen, in denen g ist. Darans foigt 


str {;xf = Sstr (9) 

und weiter fiir die Parameter h 

/r2 = S. 7 ;,rl (10) 

Setzt man 

str (Xi) = 4 str (.k), 

SO ergibt sich 

hh^fh 

Um nunmehr die D-Koeffizienten zu ermitteln seize man 

u = h{x — c), (l2j 

A = exp {— 2 M r — = SfR («f),^(2 v)% (13) 

Ai = exp (- 2 u,t„v - ty) = (14) 

B =S(4)=SD(c,7^)^(2tt, (15) 

j?* = ®(- 4 i) = sd(c*, (16) 

- c*) = S7i.(a;j - c*) = ;i(2! - c) = M. (17) 


Bildet man aus den das Produkt - • • A^. und beachtet fur 

den entstehenden Exponentialausdruck die Relation (17) nebst der 
zweiten Gleichung in (ii), so wird 

A^A^ • * • = exp (— 2 UV — v\ 

Hieraus foigt wegen (13) 

Al A.^ Al^ • • • A.^0 

Puhrt man hieran die 25 -Operation aus und beachtet, dafi nur das 
Argument x^ enthalt, so wird 

also wegen (15) und (16) 

(18) 

Setzt man hierin fur die jR-GroBen die in (15) und (16) angegebenen 
Reihen ein und multipliziert rechter Hand aus, so ergeben sich durch 
Spaltung nach den Potenzen von v die Koeffizienten D{c,h)^ als 
ganze rationale Verbindungen der Koeffizienten und der 

HilfsgroBen 4 * Damit ist die gestellte Aufgabe offenbar gelost, derm 
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Dreizehnte Torlesung. § 103. 104. 


die Grofien strUj, die mit den znsammen das 

System der numerisehen Elemente zu dem Argument x bilden, sind 
bereits durcL. (7) und (g) gegeben. 

Fiihrt man die Entwickelung von (18) fur die niedrigsten Glieder 
wirklich aus^, so wird in B zunacbst i)(j == i , = o und == 

wie sicli vorberseben lieB. Femer erbalt man fiir die drei nacbsten 
Koeffizienten 

I){c, \ = '^JDic^, {q = 3, 4, 5). (i 9) 

Die spateren Koeffizienten werden verwickelter und sollen bier nicbt 
weiter verfoigt werden, zumal da die Bedeutung des gefundenen Satzes 
Tomebmlicb in gewissen daraus zu ziebenden Folgerungen liegt, zu 
denen wir jetzt iibergeben wollen. 

§ 104. Wenn die Verteilungen Z 7 (%) "samtlicb die Gestalt des 
einfacben Exponentialgesetzes besitzen, so sind die Koeffizienten 
da sie der Nonnalform angeboren, fiir q ^ 2^ , . . durchweg null, 

so daB sicb die Bj^ und folgeweise aucb B auf den Wert Eins redu- 
zieren. Daraus folgt, daB sicb aucb die D-Koeffizienten fiir von 
Bq abgeseben, auf Null reduzieren, d. b. aucb die Verteilung U{x) 
besitzt die Gestalt des Exponentialgesetzes. Man kann diese Be- 
ziebung passend als den Satz von der JErhalhmg des Exponentialgesetzes 
bezeicbnen. 

Eine andere Polgerung entspringt aus nacbstebender Betracbtung. 
Angenommen die Anzabl r der in der Miscbung vereinigten Xj, sei 
sebr grofi und beliebiger Steigerung fabig; ferner seien die TJ[x^ 
beliebig bescbaffen, mit der einzigen Einscbrankung, daB die Streuungen 
str {Xj^ und entsprecbend die GroBen \ und tj^ untereinander von der 
gleicben GroBenordnung sein sollen. Dann folgt aus (ii), daB die 
4 von der Ordnung i :]/r sind, da ja die Quadratsumme der 4 gleicb 
Eins sein muB. 

Dies festgestellt entwickeln wir logj?;^. in die Reibe 

log -B* = S GQc, q) (2 (20) 

wo die C{lc, q) ganze rationale Funktionen der D{Ci., sind und die 
Summation mit g = 3 beginnt, weil in die Koefazienten und 
P2 Texseh-winden. Summiert man nun die Gleicbung (20) nach \ 
so erbalt man links logjB, so daB man scbreiben Van-n 

log B = 2 (2 «)2 [2 O' (ft, g) 4 ] = 2 (2 b)2 JIf (g) T{^, 

wo 

Mia)T(q)=^C{h,q)f„ 2’(«)=2t| 

sein soil. Hierin bedeutet Jf (g) offenbar einen Mittelwert, der mit den 
Gewiehten . aus den GroBen C?(i, g), (7(2, q), . . . gebildet worden 
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ist, Beachtet man nun, da6 die t nach r von der Ordnung — - \ sind, 
so erkannt man, daB T(g) von der Ordnung — -Kg' — 2) vrird. Die 
T(2) gehen also, da g mindestens gleich. 3 ist, mit wacksendem r 
gegen Null; das Gleiche gilt von log JB, so daB jB selber gegen Eins 
gebt, woraus wir scblieBen, daB das Verteilungsgesetz des gemischten 
Arguments x dem Exponentialgesetz zustrebt. 

Hiernacb dtirfen wir den Satz aussprecben, daB der Misclmngs- 
in der Verteilung des gemischten Arguments eine Tendem nach 
dem Exponentialgesetz hin erzeugt. Dieses Ergebnis ist fur die KoUektiv- 
maBlehre von wesentlicher Bedeutung, denn es macht erst verstdndlichy 
ivie lei zaMreichen KoUeldivreihen die tatsdclilicli vorhandene AnndJierung 
an das Exponentialgesetz iilerlimipt zustande Txommt 

Der vorstebende Satz findet sicb versteckt bei mancben Dnter- 
sucbungen vor, so z. B. in der Begriindung, die Laplace fiir die 
Metbode der kleinsten Quadrate gegeben bat. Bestimmt und klar 
ausgesprocben wurde der Satz zuerst von Bessel in seiner oben (§ 8g) 
genannten Abbandlung iiber die Wabrscbeinlicbkeit der Beobacbtungs- 
febler. 

Wie weit die aus dem MiscbungsprozeB entspringende Tendenz 
Jedesmal durcbdringt, bangt nattirlicb von den Umstanden, d. b. von 
der Bescbaffenbeit der U{x^ ab. Man kann z. B. diese Eunktionen so 
wablen, daB U{x) aucb fiir ein unendlicb groBes r nicbt in das 
Exponentialgesetz iibergebt. Zu dem Ende seien die Z 7 -Funktionen 
in unendlicber Anzabl gegeben iind so gestaltet, daB die und die 
J)"Koeffizienten fur alle U iibereinstimmen. Dann sind zunacbst die 
GroBen C{k^ q) nur von q, aber nicbt von k abbangig, so daB wir fiir 
C{hjq) kurz C{q) scbi'eiben diirfen und, weil M{q) gleicb G{q) wird, 
die Reibe 

log 5 = SC'(g)T(g)(2t))* 

erbalten. Weiter denken wir uns fiir die Streuungen die Gleicbungen 
str {X]^^ = 2”*, str {xY = 2“^ + 2^^ -j- . . - = i 
angesetzt, woraus 

= 2-*, T{q) = I : {yzi - 1) 

folgt. Die GroBen T(3), T(4), . . . geben also trotz des unendHcben r 
nicbt gegen Null, und daraus folgt, daB U{x) von dem Exponential- 
gesetz verscbieden ist, sobald es die U{Xj^ sind. 

Das vorstebende Beispiel laBt deutlicb erkennen, wesbalb wir 
oben voraussetzten , daB die str {x^ von gleicber GroBenordnung sein 
sollten. Diese Bedingung wird am voUstandigsten erfiiUt, wenn die 
U{Xj^ iibereinstimmende Gestalt besitzen; die Annaberung an das Ex- 
ponentialgesetz gebt dann recbt rascb vor sicb, wie wir nocb an 
einem Beispiel erlautern wollen. 
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§ 105. In der Summe 

seien die GrroBen unabhangig voneinander mit einer gewissen 
Stellenzahl scharf gereclinet und dann auf eine kleinere, fur alle 
Summanden gleicbe; Stellenzahl abgerundet worden. Jedes ist 
dann mit einem gewissen Abrundungsfehler Xj^ behaftet und daraus 
entspringt in N der Fehler 

x^x^ + x^ + 

der oiBfenbar bis zu dem r-fachen Betrage des einfachen Abrundungs- 
fehlers ansteigen kann. Bei der Aufsuchung von U{x) gentigt es^ 
nur Xj^ und die davon abhangenden GroBen zu betrachten, weil die 
TT{x^ tiberemstimmende Gestalt besitzen. Wahlt man nun als Binheit 
die Binheit der letzten in den beibehaltenen Dezimale, so gehort zu x-^ 
eine stetige Verteilungsfunktion die wegen des bekannten Ver- 

haltens des Abrundungsfehlers x^ folgende Bigenschaften besitzt. Sie ist 
aufierhalb der durch die Werte db 0.5 gegebenen Fehlergrenzen be- 
standig null und innerhalb dieser Grenzen konstant, da ja innerhalb 
der Fehlergrenzen jeder Wert von x^ gleich leicht vorkommen kann. 
Femer ist der konstante Wert von ^{x^) gleich Bins, da ja fiir das 
zwischen den Fehlergrenzen genommene Integral von die Gleichung 

f^{xj)dxj^ =- I 

erfullt sein muB. Da uberdies wegen der Symmetrie von 8S(%) der 
Durchschnitt ^{x^) verschwindet, so ist der normale Wert des Para- 
meters null und man erhalt darum der Reihe nach 

rQ.6 

str = 2 )(a;f) = I xldx^ = 

«/- 0.5 

str(rri) « i : ]/i2^ \ = ]/6, 

str {x) ^ yr :yi2^ ^ = |/6 : yr, = 1 : yr. 

Berner wird unter Berticksichtigung der Gleichungen (13) — (16) 

= exp (— - 2 }hx^v — 

po.5 

=/ exp (— 2 hx.v tlv^)dxHj 
2 hvJBj. *= exp {Jiv — — exp (— hv — t\% 


12, 




Da nun die Bj^ einander gleich sind, so wird B gleich der ^-ten 


Potenz von B^, also 




Tr + 


8 v‘ 
105 r* 


+ 



Yierzelinte Yorlesung. § io6. Mischnng von Yerteilnngen. Kriterien usw. 139 
imd weiter 

8 — 1 : lory Ji)^ = 4 : 105^^, usw. 

Hiernacli erlialt man z. B, mit r == 10 fur 8D^ den Betrag — o.oi. 
Dies gitt; da das Maximum von gleich 8 x 0.55 ist, fur die 

Summenfunition eine Abweicliung von dem Exponentialgesetz 

in dem Betrage 

X O.OI X 0.55 = 0.0028, 

d. 11. auf 1000 Falle umgereclmet eine Abweicliung von nur 3 Fallen. 
Nocli weniger ergibt das Griied mit Dg. 

Das vorstebende Beispiel lafit erkennen, wie rascb sicL. unter 
gtinstigen Umstanden der fiir die U{x^ cbarakteristiscbe Verlauf der 
Verteilung durcb den MiscbungsprozeB vollstandig verwiscben kann. 
Verfolgt man die betracMete Aufgabe weiter, so gelangt man zu 
einer ganz bubscben Recbeniibung: der Verlauf der Summenkurve 
laBt sick namlicL. aus Bogen von Parabeln r-ter Ordnung zusammen- 
setzen, die an den SteUen, wo sie zusammenstoBen, eine Oskulation 
von der Ordnung r — i besitzen. 


Vierzehnte Vorlesung. 

Mschnng Ton Yerteilnngen. Kriterien der UnabMngigkeit. 

§ 106. In der vorbergebenden Vorlesung bat sicb gezeigt, daB 
dem ProzeB der Argumentmiscbung im allgemeinen die Tendenz nacb 
dem E.-G. bin innewobnt. AuBer diesem MiscbungsprozeB gibt es 
nun aber nocb einen andem, der als die Mischung von Yerteilungen 
bezeiebnet werden soil, und der im allgemeinen die gerade entgegen- 
gesetzte Tendenz besitzt. 

Zum besseren Verstandnis moge zunacbst an einem Beispiel er- 
lautert werden, worauf der zweite MiscbungsprozeB berubt. Fur eine 
gewisse Zeitstrecke und einen gevrissen Bezirk von genugendem Tlm- 
fange seien die EbescblieBungen mit Angabe der Altersstufen x und 
y von Mann und Frau aufgezeiebnet worden. Aus einer solcben 
Masse kann man zunacbst eine KoUektivreibe K nebst zugebbrigem 
^{x) bilden, indem man die Gesamtbeit der Glieder, obne Rucksicbt 
auf y, lediglicb nacb dem Argument x ordnet. Andrerseits kann man 
aber aucb die gegebene Masse spalten, indem man jedesmal die 
Glieder mit einem bestimmt vorgescbriebenen y beraussucbt und 
daraus durcb Ordnen nacb x eine Teilreibe Ky nebst der zugeborigen 
Verteilung 95(0?)^ bildet. Denkt man sieb auf solcbe Art erst alle Ky 
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hergestellt imd darauf durch ZusamirLenwerfen der Ky die Reihe K 
gebildet, so kann man sagen, daB die Verteilung durck das 

Misclien der vorhandenen ^{x)y entstanden sei. 

Zunackst wird man nun bei einem K.-G., wie er kier als Beispiel 
gewaklt worden ist, nickt daran denken^ die Ky zu ^^miscken'^ und 
dann nur die aus der Misckung entstandene Reike K beizubekalten^ 
denn das System der Ky sagt iiber die vorgelegte Massenersckeinung 
mekr aus, als die Reike K, ist also wertvoUer. Oft genug ist man 
jedock gezwungen, sick mit der Reike K zu begniigen, weil man das 
System der Ky entweder garniekt oder dock nur in unbefriedigender 
Weise aufzustellen vermag. Wenn z. B. die Reike K nur einen 
maBigen TJmfang besitzt, so konnen die Umfange aller oder dock der 
meisten Ky so klein ausfallen, daB eine Untersuckung der Ky gegen- 
standslos -wird. Dieser Fall ist sogar als die Regel anzuseken. KoUektiy- 
reiken, die loooo Glieder oder mekr umfassen und dabei die wtinsckens-* 
werte innere Gleickartigkeit besitzen, verlangen einen ganz erkeblicken 
Arbeitsaufw'and und gekoren deskalb zu den Seltenkeiten. Andrerseits 
sind bei einem K.-G., der aus natiirlicken Vorkommnissen gebildet 
■vvird, auBer dem einen, als Argument gewaklten, Merkmal immer nock 
unendlick viele andere vorkanden, die sick yon Glied zu Glied andern^ 
also die erstrebte Gleickartigkeit storen und damit den K.-G. tatsack- 
lick zu einem „gemisckten^^ macken. Hierdurck wird selbstyerstandlick 
die Sammlung yon wirklick gutem Beobacktungsmaterial, weiter aber 
auck die ricktige Deutung der erreckneten Zahlen ersckwert. 

Durck die yorstekende Bemerkung siekt man sick yor die Aufgabe 
gestellt zu untersucken, welcke Wirkung der betracktete Misckungs- 
prozeB im allgemeinen ausuben wird. Hierbei wollen wir uns au£ 
den Fall besckranken, daB nur zwei Argumente zu berticksicktigen 
sind, da bereits dieser Fall zur Genuge erkennen laBt, wie sick der 
Gang der Recknung fur mekr als zwei Argumente gestalten wiirde. 

§ 107, Als Ausgangspunkt waklen wir eine Kollektiyreike K{x^ y)y 
die yon den beiden Argumenten x und y abkangt. Greift man die 
Glieder keraus, deren y einen yorgeschriebenen Wert besitzt, so erkalt 
man eine Teilreike K{x)yj deren Argument x ist, wakrend der alien 
Gliedern gemeinsame Wert yon y als der Index oder die Nummer 
der Teilreike bezeicknet werden kann. Ordnet man dagegen die Glieder 
yon K{x, y) nack Xy okne Riicksickt auf den Wert yon so entstekt 
die gemisckte Reike K{x)j die nur das Argument x entkalt. Ebenso 
entstekt eine gemisckte Reike Kiy), wenn man okne Rucksickt auf x 
nur nack y ordnet. Die Wirkung der Misckung muB dann in dem 
Zusammenkang, der zwiscken K{x) und den K{x)y bestekt, zum Aus- 
druek kommen. 

Urn die auftretenden Beziekungen geometrisck zu yeransckau- 
licken, soUen x und y als recktwinklige Punktkoordinaten in einer 
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Grundebene aufgefaJJt werclen, wobei die positive Eicbtung nacb recbts 
fur die Abszissen x und nacb oben fur die Ordinaten y geben moge. 

Die Ausbreitung der Punkte, die den moglicben Wertepaaren 
{xy) entsprecben, kann entweder durcbweg stetig oder dui'chweg im- 
stetig Oder endlicli teils stetig, teils unstetig sein. Der letzte Fall 
tritt ein, wenn das eine Argument stetig, das andere unstetig ist. 
Um diese Dalle nicbt immer besonders auseinander balten zu mussen, 
wenden wir wieder einen scbon friiber benutzten Kunstgriff an. Durcb 
aquidistante Parallelen zu den Koordinatenachsen werde die Grund- 
ebene mit einem Gitter von einander gleichen und unendlicb kleinen 
Quadi-aten iiberdeckt. Wei ter ordne man jedem Quadrat als Yer- 
teilungsgro^e U{x, y) die rH. derjenigen Glieder von K{x, y) zu, deren 
Argumentpaar {xy) einen Punkt des betracbteten Quadrats liefert. 
Endlicb bezeicbne man die Quadrate als leer oder 'uoll, je nacbdem 
das zugeborige TJ{x^ y) null oder von ISTull verscbieden ist. Dann 
stellt der Verlauf von TJ{x, y) die Verteilung von K{x, y) dar, obne 
daB man die stetigen und unstetigen Yerteilnngen besonders zu 
scbeiden batte. 

§ io8. Bei der weiteren Eecbnung moge der an das Summen- 
zeicben S angebangte Index x oder y anzeigen, daB die Summation 
sieb fiber aUe Quadrate einer borizontalen oder vertikalen Quadrat- 
reibe zu erstrecken babe. Dann gilt zunacbst, weil die TJ[x, y) die 
rHH. der einzelnen Glieder von K{x, y) bedeuten, die Gleicbung 

(i) 

X y 

Ferner geben die Ausdriicke 

U{x) = S JJ(oo, y), U(d) = S U{x, y) (2) 

y ® 

die Yerteilung der gemisebten Reiben Ki^x) und K[y) an, denn man 
«balt die rH., mit der ein bestimmtes Argument x in K{x) auftritt, 
wenn man alle zu diesem x geborigen Glieder von K{x, y) obne Riick- 
sicbt auf den Wert von y zusammenfaBt, und das Entsprecbende gilt 
fur die Reibe K{^). Aus (2) flieBen dann nocb die Gleicbungen 

Scr(*) = i, Sr7(2/) = i. ( 3 ) 

X y 

• Bezeicbnet m den Umfang der Reibe K{x, y), so gibt das Produkt 
m U{x, y) bei festgebaltener Ordinate y an, wie oft die einzelnen x in 
der Teilreibe K{ci)y auftreten. Da nun der Umfang dieser Teilreibe 
durcb den Ausdruck 

Sm TJi,x, y) = m 

X 

gegeben ist, so wird die rH., mit der jedes x in K{x)^ auftritt, gleicb 
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dem Quotienten „mU{x, y) dividiert durcli mU{y)“, d. li. die Ver- 
teiluiLg des Arguments x in K(x)y ist durcli den Ausdruck 

U{x,y):U(s/) (4) 

bestimmt, dem nock die Beziekung 

'EU{X )^=1 (5) 

kinzuzufugen ist. Hiermit sind die yersckiedenen Verteilungen^ die 
wir zu betrackten kaben, festgelegt. 

Ist von dem beliebig gewaklten Ausdruck T{x, y) der Durck- 
scknitt nack der Yerteilung TJ{x, y) in bezug auf teide Argumente zu 
bilden^ so soil dafiir das Zeichen ® okne weitern Zusatz dienen. Ist 
ferner der Durckscknitt von T nack der Verteilung TJ(x)yy also nack 
dem Argument x bei festgekaltenem y zu nekmen, so soil dies durck 
das Zeicken S) mit angekangtem Index x angezeigt werden. Endlick 
soil das Zeicken 2) mit angekangtem y den Durckscknitt nack der 
Verteilung Uiy) und dem Argument y bedeuten. Setzt man diese 
Vorsckrift in Gleickungen um, so wird 


‘S){T) = 'E'ET-U{x,y), 

X y 

(6) 


(7) 

y V 

(8) 


Die anderen Durckscknitte, die man nock bilden konnte, soUen beiseite 
bleiben; sie geken aus den angegebenen Relationen kervor, wenn man 
die beiden Argumente ikre Rolle tauscken laJBt. 

Die Gleickungen (6), (7) und (8) liefem unter Berucksicktigung 
von (4) nock die Beziekungen 

^{T) = 'E'LT-U{^)U{x)^ 

y X 

= SZ7(y)[®(T)], 

y X 

woraus 

®(r) = S)[2)(T)] ( 9 ) 

y X 

folgt. Nack dieser Gleickung, die auck bei numeriscken Rechnungen 
sekr wokl als Ausgangspunkt dienen kann, Tvird zur Bildung von 
S) (T) erst nack x gemittelt^ und dann von den so entstekenden Durck- 
scknittsgroBen das Mittel nack y genommen. 

Reduziert sick T auf einen von x freien Ausdruck, so kann 

%{T) =SSr. ?7(a;,y) U{x\Uiu) 

X y X y ' ^ 


man in 
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die Summation nacli x ausfitliren und erlialt wegen (5) 

S)(r) = S r- 17'(2/) = ( 10 ) 

d. h, den nacli U(y) genommenen Durchsclinitt der nur von y ab- 
bangenden GroBe T. Femer laBt sicb, wenn T von y frei ist, in 

<S>{T)=imT-U{x,y) 

X y 

die Summation nach y ausfubren, und man erbalt wegen der ersten 
aieiehu.^ in (2) ^tl) -Jll -Uix), (..) 

X 

d. b. den nacb TJ[oS) genommenen Durcbscbnitt der nur von x ab- 
bangenden GroBe T, 

§ 109. Zu den betracbteten Verteilungen geboren gewisse Summen- 
funktionm, die jetzt eingefiibrt werden sollen. Die Summenfunktionen,, 
die zu den von nur einem Argument abbangenden Reiben 

K{x), m, K{x\ 

Oder den Verteilungen 

m. m, my 

geboren, bezeicbnen wir mit 

®{x), ®(y), ©(*),. 

Sie bedtirfen nacb den EntwicHungen der fruberei Abscbnitte beiner 
neuen Erlauterung. Neu einzufiibren ist dagegen die zur Reibe 
K{x, y) geborende Summenfunktion ®(x, y), Hierbei soli das Zeicben 
@(X, Y) die rH. deijenigen Glieder von K{x,y) bedeuten, die mit 
ibren Argumenten x, y die beiden Ungleicbungen 

x<X, y<T 

zu gleicber Zeit befriedigen. Dies kommt, geometriscb aufgefaBt, auf 
folgenden Ansatz binaus. Man ziebe in der Grundebene von dem 
Punkte {XY) aus parallel zu den Koordinatenacbsen je eine Gerade 
nacb bVikfi und nacb unten, so daB ein recbter Winkel mit dem 
Scbeitel in {XY) entstebt; femer summiere man die U{x, y) aller 
Gitterquadrate, die innerbalb dieses recbten Winkels liegen; dann 
liefert die gefundene Summe den Wert von Y). 

Tragt man den Wert von ©(X, Y) senkrecbt zur Grundebene im 
Punkte {XY) als dritte Koordinate ab, so erbalt man die Summen-^ 
flddhe zu K{x, y) deren Verlauf wir uns auf folgende Weise verdeut- 
licben konnen. Man sucbe in der Grundebene zunacbst die beiden 
Gitterquadrate auf, die das kleinste und das groBte in K{x^ y) vor- 
kommende x besitzen, und ziebe durcb diese beiden Stellen je eine 
Parallele zur «/-Acbse; ebenso ziebe man durcb die beiden Gitterquadrate- 
mit dem kleinsten und dem groBten in K{x, y) vorkommenden y je 
eine Parallele zur ir-Acbse; dann zerfaRt die Grundebene in neun Gebiete 



144 


Yierzehnte Yorlesung. §109. no. 


<iie wir uns in der aus nachstehender Pignr ersichtliclien Weise durch. 
die Nummern I, 11; ... IX bezeiclinet denken. 


I 

n 

ra 

IV 

V 

VI 

vn 

vin 

IX 


Das RecMeck V umsclilieBt offenbar alle Yollen Quadrate, wabrend 
die acbt ubrigen Grebiete nur leere Quadrate entbalten. 

Pxihrt man jetzt fur beliebige Punkte ionerbalb der neun Gebiete 
die soeben angegebene Konstruktion mit dem recbten Winkel aus, so 
ergibt sich folgendes. Innerbalb des Gebietes 

1 + IV + VII + VIII + IX 

ist @(X, T) bestandig null, d. b. die Summenfiacbe verlauft in der 
Grundebene. Dagegen ist innerbalb des Gebietes III der Wert von 
@(JX, Y) gleicb der Summe aus den U{ix:, y) aller voUen Quadrate, 
also bestandig gleicb Eins und verlauft; demnacb parallel zur Grund- 
ebene in dem konstanten Abstande Eins. Wandert man ferner von 
dem Gebiete @ o nacb dem Gebiete @ «=» i auf einer beliebigen 
Geraden durcb das Gebiet 

11 + V + VI 

bindureb, so lauft @(X, Y) — je nacb IJmstanden stetig oder un- 
stetig — obne jemals abzunebmen von o bis i. 

Wandert der Punkt {XY) parallel zur y-Acbse in dem Gebiete 
II aufwarts, so kommen in der Summe @(X, Y) bestandig neue 
U{x^ y) binzu, die jedocb durcbweg leeren Quadraten angeboren, so 
daB ©(X, Y) in Wirklicbkeit konstant bleibt. Daber ist die Placbe 
liber 11 zylindriscb gestaltet und parallel zui' ^/-Acbse geriebtet. Ebenso 
ist die Flacbe uber VI cylindriscb und parallel zur ii?-Acbse geriebtet. 
Dagegen ist der Verlauf iiber V niebt zylindriscb. Man konnte also 
danacb von einem Summenpodest spreeben, abnlicb wie wir friiber ge- 
legentlicb den Ausdruck Summmtreppe gebrauebt baben. 

Gebt man in II von der Stelle {XY) parallel zur a;-Acbse um 
eine Quadratseite vorwarts, so ist die Imderung von © (X, Y) gleicb der 
Summe derjenigen Z7(X, y), deren y unterbalb Y liegt. Diese Summe 
umfaBt aber aUe Glieder von K{x, y\ fijr die = X ist, stimmt also 
mit TJ{X) iiberein. Demnacb wacbst iiber dem Gebiete II in dem 
parallel zur ^r-Acbse genommenen Profil der Summenfiacbe die Profil- 
bobe um Z7(X), wenn man vom Punkte (X Y) aus um eine Quadratseite 
vorwarts gebt, d. b. die Profilboben entsteben durcb Aufsummieren 
der UiX), und das Profil selber stellt infolgedessen den Verlauf der 
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Summenkurve ©(X) dar. In derselben Weise ergibt sicb, daB fiber 
YI die parallel zur 2 /-Acbse genommenen Profile den Verlauf Ton 
©{Y) darstellen. 

In dem Grebiete V hangen die Profile parallel zur a?-Achse von 
den Summenfunktionen ©(ir)y ab, jedocb ist der Zusammenbang nicbt 
so einfacb, daB man ein unmittelbar anscbaulicbes Bild erbielte. 

Aus den Summenfunktionen ergeben sick riickwarts nock die 
Yerteilungsfunktionen. Die zu gekorigen Yerteilungs- 

funktionen, die wir, je nackdem die vorgelegte Reike K{x, y) durck- 
weg stetig oder unstetig ist, mit 

58(03), 58(«/), 58(o5)j, 

U(®), 11(2/), 

bezeicknen, bediirfen keiner besondem Erlauterung mekr, da es sick 
um Reiken mit nur einem Argument kandelt. 

Die Yerteilungsfunktion, die zu ©(X, T) oder der Summenflacke 
gekort, wird erkalten, wenn man in dem Quadratgitter nur die vollen 
Quadrate beacktet und die entspreckenden, von Null versckiedenen 
GroBen y) zusammenstellt. Diese U{x, y) liefem dann bei einem 
durckweg unstetigen K{x,y) die Yerteilungsfonktion Vi{x,y), 

Ist die Reike K{x, y) durckweg stetig, so sckreiben wir die rH. 
der in ein voiles Quadrat fallenden Glieder von K{x, y) in der Gestalt 

TJ{x,y) -= ^{x, y)dxdy, 

dx die korizontale, dy die vertikale Quadratseite bedeutet. Der 
Ausdruck 9S((r, y) liefert dann die Yerteilungsfonktion zu @(rr, y), und 
man erkalt, da es sick jetzt bei der Bildung von @(X, Y) um die 
Addition von unendlick vielen unendlick kleinen Summenelementen, 
.also um eine Integration kandelt, 

B{X,Y)=^JS^{x,y)dxdy, 

wobei man die Integration nack x von — oo bis X, nack y von — cx) 
bis Y zu erstrecken kat. Umgekekrt ergibt sick 3S(a;, ^), wenn man 
©((ZJ, y) zweimal partiell, erst nack x und dann nack y, dijBferentiiert. 

Ist die Reike X(a?, y) teils stetig, teils unstetig, und z. B. x das 
stetige, y das unstetige Argument, so, erkalt man zu ©(^r), ©(t/) und 
®{x)y die Yerteilungen U(^) und wogegen zu ®[x, y) 

eine Yerteilungsfunktion gekort, in der x stetig verlauft, wakrend 

y auf eine endlicke Zakl von diskreten Werten besckrankt bleibt. 

§ no. Nack Einfukrung der Summenfunktionen kat als nackster 
Sckritt deren analjtiscke Darstellung zu folgen. Zu dem Ende defi- 
nieren wir den von den zwei Yeranderlicken X, x abkangenden Aus- 
firuck jE(X, x) durck die Gleickung 

2E{X, x) = sg(X — a;) + i. ( 12 ) 

B r u u s , WahrsclieinlicKkeitsrecliii.'aiig. 


10 
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'Wegea des Verhaltens der sg-Fimition mmmt E{X, x) den Wert i 
Oder ^ Oder o an, je nachdem X— x positiv oder nnll oder negatiT 
ist. Damit wird, weil E{X, x) Ton y frei ist, wegen (ii) zmmchst 

x)\ = S-E(Z, x) U(x). 

Spaltet man nm die Stunme nacli den drei Bedingungen 
x<^X, x = X, a:>Z 

in drei Teile, so entspreclien diesen Teilen die drei Beitmge 
@(X), iU{X), o. 

Der zweite Beitrag ist tmendHcli kleia, wenn die Yerteilung Ton K{x) 
stetig Terlanft; fur ein unstetiges K{x) ist er dagegen null, sobald 
wir "wieder wie frtilier bei unstetigen KollektiTreiben die Festsetzung 
treffen, dafi X niemals mit einem beobacbteten x zusammenfallen 
soHe. Demnacb dtirfen wir setzen 

S(Z) = ®[JB(Z,a!)], (i3.a) 

woraus die uns Ton ftiiber ber bekannte Grleicbung 

2 @(Z) - I = S) [sg (Z - x)] (i3.b) 

folgt. In derselben Weise erbalt man fttr ©(F) 

®{Y)^%[E{T,y)], (i4.a) 

2@(r)-i = 2)[sg(r— 2/)]. (i4.b) 

Setzt man weiter den Durcbsebnitt 

S>[Z(Z x)E{T, y)] = SSZ(Z, x)E{Y, y) U{x, y) 

an, so ist die Snmmatioii nach. x xind y ta Wirkliclikeit nur you 
— oo bis X und Y auszofiilireB, da die ubrigen Grlieder der Summe 
yersebwinden. Daraus folgt, weim man sicL. der Definition Yon 
©(X, Y) erinnert, 

@(X, Y) = ®[JS{X, x)E{Y, y)-\ (i5.a) 

oder, wenn man die JB-GrroBen ausmultipliziert, 

4©(Z, Y) — i = ®[sg(Z- a;) sg(r— y)] (i5.b) 

+ ® [sg (Z — »)] + S) [sg (F— y)] . 

Bildet man nodi den Ausdruck 

^[X, Y] = @(X, Y) - @(X)©(Y) (i6.a> 

Tind flibxt darin nacli (i3.b), (i4.b) nnd (i5.b) die sg-GroBen ein, so 
entstebt die Gleiclnmg 

42^[Z, F] = ®[sg(Z- ») 8g(F- y)] (i6.b) 

-S)[sg(Z-»)].S)[sg(F-y)], 
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mit der man dann fur @(X, Y) die Darstellnng 

@(X, T) = @(X)@(r) + z/[X, Y] (i6.c) 

erhalt. 

§ III. Um nun noch die d?-Reilien einzufiiliren, setzen wir mit 
den Parametem c, 7 i, e, i die Hilfsargumente 

u = hix — c), U= h{X — c), (i 7.a) 

v = lc(y-e), r=k{Y-e), (ly.h) 

sowie die Reiiien 

sg{x-x)='Em^)^ 0 {U)^, 

sg{Y-ij)=^mv\ 0 {V)^ 

an, in denen die Summation nacli p und q Yon Null an zu laufen 


hat. Daraus ergeben sich dann mit den Abkurzungen 

D(o,% = ®[3tHl, = (i8) 

Die, h, e, = S)[iR(M)^SR(«)J, (19) 

z/ (i), g) = D (c, h, e, — {C, h)pjD{e, k)^ (20) 

die Reihen 

2<S{X)-i=^JD(c,h)^0{U)^, (2i.a) 

2@(D - I >=I]2)(e, (2i.b) 

4^[Z, Y] =SSz?(p, q)^{U), 0 {r),- (22) 

JP 2 


Bildet man endlich noch Yon JE{X, x) den Durchschnitt nach der Ver- 
teilung Yon K{x)yy so erhalt man zunachst den Ausdruck 

%[E{X,x)\=1:E[Xx)U{x\. 

X X ^ 


Die rechte Seite liefert aber die zu X{x) gehorige Summenfunktion 


@(Z)y, also 1st _ ®[X(X, x)], 

2@(X),-i = |)[sg(X-ir)], 
woraus mit der Abkiirzxmg 

Ji, y\ = 2 )[ 9 t(My 


(23-a) 

(23.b) 

(24) 


die zu den Parametem c, h gehorende DarsteUung 

2©(X),-i = I]D(c,fe,y),®(C 7 ), (25) 

folgt. 

Halt man die Gleichungen (i3.a), (9) und (23.a) zusammen, so 
kann man ausetzen 

@(X) = ^[E{X, ic)] = ®[®[J 5 (X, 2;)]] = ®[©(Xy 

y X y 

10 * 



148 

Oder 


Yierzelmte Vorlesung. § iir. 112. 


(26) 


@(X) = S)[@(X),]. 

Wiederholt man die Torstehende Reckaung, indem man jedock statt 
E{X, x) das Polynom zugrunde legt, so erkalt man nack den 

eingefukrten Bezeioknungen 

(27) 

Beachtet man femer, daB — je nacli der Art der Verteilnng — ans 
der Summenfunktion durch Differenzenbildung oder dureli DiiBferen- 
tiation die Verteilungsfunktionen U oder SB entspringen, so erhalt 
man aus (26) zwischen den Verteiliingsfnnktionen von K{x) und 
K{x)y £ur den Fall der Unstetigkeit die Beziekung 

tl(X) = S)[U(Xy, (28.a) 

und far den Fall der Stetigkeit 

®(X) = ®[i 8 (X),]. (28.fc) 

Hiernacli kommt der MisckungsprozeB, der von den Stiicken 



my, 

my, 

i>{c, hy\ 

zu den Stdcken 





m), 

m^c), 

D{c, \ 


fiikrt, darauf hinaus, daB man aus den zu K{x)y gehorenden Stucken 
mit den Grewickten U{x)y das Mittel nimmt. 

§ 112. Bedeuten jetzt c und s den Argumentdurckscknitt und 
die Streuung der Misckung so erkalt man nack (n), weil die 

GroBen x und x — c nickt von y akkangen, die Gleickungen 

S(«) = C, (29) 

®[(« -«)*]=■»*• (30) 


Bedeuten femer Cy und Sy die Argumentdurckscknitte und die Streuungen 
fiir die Teilreiken K{x)yy so ist 



(31) 

11 

1 

(32) 

Aus (29) uud (31) folgt 


c = S)(a;) = ®[®(a;)] = ®(c ). 

y X y ^ 

(33) 


Man kann nun die Cy als die Glieder einer KoUektivreike anseken, 
deren Argument die Werte der Cy selker sind, wobei die rH. eines 
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jeden Griiedes Cy durcli TJ{y), also durck die Yerteilnng von K(y) 
bestimrat sein soil. Dana besagt die aus (33) folgende Beziekung 

C = (34) 

daJB c der Argumentdurckscknitt zn der Reike der Cy ist. Zu dieser 
Reike gekort femer jaine Streuung str(Cy), die durck die Gleickung 

str(c/ = ®[(Cy-c)T (35) 

gegeben ist. Setzt man min die Identitat 

{x - ef = (« - c/ + 2{x- Cy)(Cj, - c) + (Cj, - cf 

an und fiikrt die zn K{x, y) gekorige ©-Operation aus, so erhalt man 
links wegen (30) den Wert s^. Reckts erkalt man dagegen nnter 
Beriicksicktignng von (32) und (10) die drei Bestandteile 

= f)[p[(^-c/]] = ^{ 4 )> 

2®[(a; - Cy)(Cj, - c)] = 2®[(Cj, - c)®(a: - c^)], 

S[(c,-c)T = ®[(c,-c)T = str(c/. 

Der zweite Bestandteil versckwindet wegen (31), folglick wird 

= ® (^) + str {Cyf. (36) 

Die Streuung von K{x) setzt sick also aus zwei Termen zusammen^ von 
denen der eine durck die Streuungen der Reiken K{x)yy der andere da- 
gegen durck die Argumentdurckscknitte derselben Reiken erzeugt wird. 
Wie sick diese Art der Zusammensetzung jedesmal auBert, kangt natur- 
lick von der Gruppierung der GroBen Cy und Sy ab ; sie kann unter Dm- 
standen bewirkeU; daB die ckarakteristischen Merkmale der K{x)y durck 
den MisckungsprozeB voUstandig verwisckt werden. Sind z. B. die Sy 
durckweg klein^ so besitzen die Verteilungskurven der K{x)y sieile 
Gipfel; trotzdem wird die Verteilungskurve von K{x) stark abgeflackt 
verlaujfen, sobald die Werte der Cy stark auseinandergeken_, weil dann 
der groBe Betrag von str(Oy) in (36) auck der Streuung s einen groBen 
Wert verleikt. 

Fiikrt man jetzt nock die Parameterwerte h und hy durck die 
Gleickungen 

I = 2 {hs)^, I = 2 {\s/ 
ein, so liefern die in (18) angesetzten Ausdrucke 

D(c,% = ®[giH] 


(37) 
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zusammen mit den GroBen c und s die numerisclien Elemente der 
Mischmig K{x), wobei dann nacb (27) 

D{c,h\^^[c,h,yl] (38) 

wird. Driiokt man hierin nun nocli die reckter Hand auftretenden und zu 
Xix)y gehorenden Koeffizienten D{Cj h, y)^ nacb den friiber entwickelten 
Transformationsgleicbungen durch ibre normalen Werte D{Cy,\yy)p 
aus, so ist damit der direkte Zusammenbang zwiscben den numeriscben 
Elementen der Miscbung K{x) und den Elementen der Miscbungs- 
bestandteile K{x)y bergestellt. 

Da die in der angegebenen Weise aus (38) folgenden Gleicbungen 
keine durcb Einfacbbeit bemerkenswerten Resultate liefern; so soil der 
allgemeine Fall bier nicbt weiter verfolgt werden. Dagegen ist es 
Ton InteressO; nocb einen besonderen Fall zu betracbten. 

§ 113. Bei der Einfiibrung des bier untersucbten Miscbungs^ 
prozesses war erwabnt worden, daB dem ProzeB im aUgemeinen die 
Tendenz innewobnt, yon dem E.-G. binwegzufiibren. TJm die Be- 
recbtigung dieser Bemerkung deutlicb zu macben, genugt der NacbweiS; 
daB das E.-G., wenn es fur die einzelnen Teilreiben K{x)y gilt^ durcb 
die Miscbung in K{x) im aUgemeinen zerstort wird; daB also die Er- 
baltung des E.-G. nur unter besonderen Umstanden stattfindet. Indem 
wir die Bedeutung; die den Bucbstaben c, s, h und Cyy Sy, hy im letzten 
Paragrapben beigelegt wurde, festbalten, woUen wir annebmeU; daB die 
Reiben K(x)y samtbcb dem E.-G. folgen. Setzt man dann den Ausdruck 

r = exp [— 2 \{x — c^)s^v — 

= 231 (hyX — \c^)^{2 s^vy 

au; so liefert der nacb der Verteilung yon K{x)y genommene Durcb- 
scbnitt die Gleicbung 

^ (39) 

Die ®-Gr6Ben recbter Hand sind aber nicbts anderes, als die ©-Koef- 
fizienten in der zu K{x)y geborigen 0-Reibe; und zwar fdr die Normal- 
form dieser Reibe. Diese Koeffizienten miissen nun mit Ausnabme des 
ersten samtlicb yerscbwindeU; wenn die K{x)y samtlicb dem E.-G. 
geborcben sollen. Die Reibe (39) reduziert sicb also auf das zu 
jp = o geborige Anfangsglied, woraus 

©(20 = 1 (40) 

folgt. 

Weiter konnen wir wegen hs == hySy scbreiben 

T ^ exp [— 2h{x — Cy)sv — 
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woraus sich mit der Abkurzraig 

E = exp [— 2h{Cy — c)sv + (s| — 

die Gtleichung 

exp [ — 2h{x — c)sv — = TE 

und; wenn man links nach v entwickelt, 

-hc)j 2 svy = TE 

p 

ergibt. Mmmt in a n biervon den Dorcbscbnitt nacb, der Verteilnng 
Ton K{x, y), so erbalt man wegen (37) auf der linken Seite die Reibe 

SD(c,%(2s®)^ 

P 

■worm die D(c, Ti\ die D-Koeffizienten zu der NormaKorm von K{x) 
sind. Auf der recbten Seite entstebt, da der Faktor E Ton x frei 
ist, unter Berbcksiobtigung von (40) der Reibe nacb 

’S){TE) = = ®[^®(T)1 = S(-E). 

Demnacb ist wegen hs — i'.y 2 

2 ]D(c, h) {2 svy = ® [exp (— l/z (cj, — c)v + (s^ — (41) 

p V 

Entwickelt man recbts nacb Potenzen von v, so Terscbwiaden die 
Koeffizienten nicbt identiscb, abgeseben von den beiden GUedem 
mit V und Polglicb konnen die Koeffizienten Dip, h)^, D{c, h)^, . . . 
nicbt allgemein yerscbwinden, wie es docb notig ware, wenn aucb 
ffir Kix) stets das E.-G. gelten soil; vielmebr ist dazu notig, daB die 
numeriscben Elemente der K{x)^, d. b. bier die GroBen und 
bestimmten Bedingungen geniigen, die — zunacbst wenigstens — in 
nnendbober Anzabl auftreten. Das E.-G. der Reiben E{x)^ "wird also 
in der Miscbung Kix) im allgemeinen zerstort. 

§ 114. Der betracbtete Pall soil jetzt'nocb weiter rerfolgt werden, 
und zwar unter der Voraussetzung, daB die miteinander und dann 
aucb naturlicb mit e zusammenfallen. Diese Yoraussetzung ist des- 
wegen von Interesse, weil sie — mit groBerer oder geringerer An- 
naberung — bei Beobacbtungsfeblem vorzukommen pflegt. 

Pitr Cy = c entstebt aus (41) 

S D (c, Kj. (2 svf = ® [exp , (42) 

p y 

wozu nocli unter Beriicksiclitiguiig you (36) die Gleichung 

= (43) 

hmzukommt. Entwickelt man (42) reckts nacK und vergleicht mit 
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der linken Seite, so findet man znnaclist ftir I){Cj Wert Nnll^ 

wie vorherznselien war. Ferner wird 


32 s^D (c, ^)4 = ® [ (4 — (44-a) 

384s«D(c, %), = 2 ) [{si - sV], (44.b) 

y 

usw., 


wahrend die nngeraden Bic^h) durckweg yersckwinden. Damit nimmt 
die Gleichnng fur die Summenfunktion der Misehung K{x) unter Be- 
nutzung des normalen Hilfsarguments 


die Gestalt 


u == }h{x — c) 


2 © (a;) — I = ® (w) + D {e, 0 (m)^ + D{c,h\9 {u\ 4 (45.3) 


an, woraus fiir die zugekorige Verteilungsfunktion 95 (a?) die Darstellung 
2^8{x) = h^{u)^ + D(c, 'h)Jb^{u\ H (45-'b) 

folgt. Das erste Glied rechts entsprickt einem E.-G., dessen Verteilungs- 
funktion ^{x) durck die Gleickung 

2 ^{x)^'hQ{u\ (46) 

gegeken ist nnd mit der zu K{x) gekorigen Funktion 95 (iu) den Arguxnent- 
durckscknitt nnd die Streuung gemeinsam kat. Betracktet man nun 
(^[x) als eine Art idealer Norm, auf die 95 (:j;) zu bezieken ist, so kann 
man, je nackdem 95 — @ positiv, null oder negativ ist, die durck S5(rc) 
bestimmten Haufigkeiten you x als ubernormal, normal oder 
normal bezeicknen. Die kierin liegende Ckarakterisierung yon 95 (r») 
kangt ofiEenbar Yon dem Vorzeicken der GroBe 

2(95 — = B{c, h)Jb^{u\ + B{c, h\'h^[u\ H (47) 

ab. Besckrankt man sick fiir den Augenblick auf das Glied mit ^5, 
dessen Koeffizient nack (44.a) wesentlick positiy ist, und beacktet 
man ferner den aus den ^-Tafeln folgenden Gang Yon so erkennt 
man, daB 95 ubernormale Werte annimmt, wenn der absolute Betrag 
Yon u kinreickend klein oder kinreickend groB genommen wird, daB 
dagegen fur mittelgroBe u unternormale Werte auftreten. 

Die Yorstekende Bemerkung uber das Verkalten yon 95 (rr) stiitzt 
sick nur auf das erste Reikenglied in (47), konnte also durck die 
Heranziekung der iibrigen Glieder wieder umgestoBen werden. Es 
soil nun gezeigt werden, daB dies nickt eintritt. 

§ n5. Denkt man sick der Einfackkeit halber den NuUpunkt 
so yersckoben, daB die ^?-Gro6en samtlick yersckwinden, so kommt 
der Voraussetzung nack jeder Reike K{x)^ ein Verteilungsgesetz ^{x)y 
zu, das durck den Ausdruck 

95(rr)y = hy exp (— hlx^) : y^jc 
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gegeben ist. Daraus entspringt fiir die Darstellung 
^8{x) = ®l»(a;)j,] = S 

Oder 

yjtniix) = S U(y)\ exp (- hlx^. (48) 

Da nun fiir den Charakter von ^ 8 {x) das Vorzeiclien der GroBe 

F{x)^y^[^{x)-(B{x)] 

entscheidend ist, so liandelt es sich um das Verbalten des Ausdrucks 

F{x) exp (- h^x^ + S Uiy)\ exp (- hfx^ (49) 

Sclireibt man dafiir 

F{x) exp (— h^x^) = — •+ S U{y)hy exp {Qi^ — 'hl)x’^y 

so kommen in der Sumnie rechts positive Glieder vor, die mit wach- 
sendem x iiber alle Grenzen geben, da ja nacb der aus (43) folgenden 

Gleichung r ® ® (V *) = S TJI^)h-^ * (50) 

y y 


der Parameter h zwischen dem grofiten imd kleiasten liegen mufi. 
Denmach ist fiir hitireiclieiid grofSe x der Ausdruck F sicher positiv, 
also §8 (a;) sicker kbemonnal. 

Setzt man in (49) x = 0, so wird 

i?'(o) = _A + SW,- (sO 

Setzt man ferner 

= v F{o) = hG, ■ (52) 

SO wird 

6 r = — I + S U{ 3 j)zj^, (53) 

und wegen (50) 

X TJ(y )4 — 1 = 0. (54) 

y 


Es soli nun gezeigt werden, daB G notwendig positiv ist. 

Zu dem Ende betracbten wir fiir den Augenblick Q als eine 
Funktion der Veranderlicben wobei wegen der Gleichung h ==» hy^y 
negative Werte der 0y ausgeschlossen bleiben sollen, und suchen unter 
Beriicksichtigung der Bedingung (54) das Minimum von G auf. 

§ 116. Der Einfachheit halber soli zunacbst vorausgesetzt werden^ 
daB die Reihe K(^) unstetig sei, dafi also fur y in Wirklichkeit nur eine 
endliche Anzahl diskreter Argumentwerte mit der Verteilungsfunktion 
U(j/) in Betracht komme. Dann sind die Gleichungen (53) und (54) 
in der Gestalt ^ a .~i 

(56) 


(? = -! + 'EU{y)0, 
— 1 = 0 


“1 
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zu schreiben, wo die Summen nur fiber die in K{y) anftretenden 
Argnmente auszudehnen sind. 

Das Gebiet der zulassigen 2 umfaBt, da die U-GroBen wesentlich. 
positiv sind^ wegen (5^) endlicb.e Da ferner negatiye 0 aus- 
gescblossen sind, so kann Q nicbt negativ unendlicb werden, weil 
dazu eines der 0 negativ unendlicb. klein werden muBte. Es existiert 
also fiir 6r eine endlicbe nntere Grenze. Da xiberdies fur unendlicb 
kleine positive 0 der Ausdruck 6r positiv unendlicb wird, so geboren 
die endlicben Werte von Cr solcben Stellen im Gebiete der 0 an, in 
denen 0 - als Punktion der 0 regular verlauft. Polglicb besitzt Gr 
sicber ein Minimum, das nach den gewobnlicben Regeln aufgefunden 
werden kann. DemgemaB setzen wir mit einem Multiplikator L 
den Ausdruck 

a + L(Eu(^)4-^) 

an, nebmen davon die partieUen Ableitungen erster Ordnung nacb 
den 0 y und setzen diese Ableitungen einzeln gleicb Null. Daraus 
entstebt das Gleicbungssystem 

o U(«/)^ 7 ^+ 2 LXL(jj) 0 ^ 

Oder 

aus dem zu scblieBen ist, daB an dem Orte des Minimums die 0^ 
einen und denselben Wei't besitzen, der mit 0 bezeicbnet werden moge. 
Ersetzt man jetzt in (55) und (56) die 0^ durcb 0 und beacbtet, daB 
die Summe der 11 ( 2 /) Eins ist, so wird 

6 r = — l + — 1 = 0. 

Aus der zweiten Gleicbung folgt isr = i , und damit aus der ersten 
als Minimum von G der Wert G — o. 

Das Zusammenfallen der 0^ ziebt nacb (52) das der hy nacb sicb, 
d. b. der Wert G = o kann tiberbaupt nur auftreten, wenn die E.-G., 
die den einzebien Reiben K{x)y zukommen, voUstandig ubereinstimmen. 
Dieser Fall kommt nun aber bier gamicbt in Betracbt, denn die 
ganze Recbnung batte ja tiberbaupt nur dann einen Zweck, wenn es 
sicb um die Miscbung von ungleicben Verteilungen bandelte. Werden 
demnacb die hy als ungleicb vorausgesetzt, so kann der Wert von G 
nicbt zu dem Minimum berabsinken, ist also positiv, und folgeweise 
aucb der Wert von F{o). Daraus ergibt sicb weiter, daB 95 (rr) fiir 
o und — der Stetigkeit wegen — aucb fur binreicbend kleine 
Werte von x iibernormal verlauft. 

Die zwiscben den Grenzen ± 00 genommenen Integrate fiber S&{x) 
und (£(a?) sind gleicb Eins, woraus fur das entsprecbende Integral 
fiber die Dififerenz 95 — @ der Wert Null folgt. Danacb mussen in 
dem Integral fiber 95 — @ die positiven Betrage dieser Differenz, die 
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far gewisse Werte von x auftreten, darcli negative Betrage fiir andere 
X kompensiert werden. 

Das vorstehende, zunachst fur ein unstetiges K{y) gefundene 
Ergebnis darf nun auf den Fall eines stetigen K[y) iibertragen werden, 
da sieb. die beobachteten stetigen Kollektivreihen fur die numeriselie 
Rechnung als unstetige Reiben bebandeln lassen. Damit gelangen 
wir zu folgendem Satz: Wird aus einfacben Exponentialgesetzen mit 
zusammenfallenden Argumentdurcbscbnitten das gemiscbte Gesetz SS(a?) 
gebildet, so ist 9 [ 5 (rr) in der XJmgebung des Durcbscbnittes S)(a?) und 
ebenso in binreicbend groBer Entfernung davon sicber ubemormal, 
wabrend in mittelgroBer Entfernung von ^[x) sicber unternormale 
Werte auftreten. 

§ 117. Die Wirkungen des bier betracbteten Miscbungsprozesses 
legen den Gedanken nabe, ob man nicbt ein beliebig vorgelegtes 
Verteilungsgesetz aus einfacberen Formen, z. B. aus bloBen Exponential- 
gesetzen „zusammenmiscben" konne. Zur Verdeutlicbung der gesteUten 
Frage moge folgendes Beispiel dienen. Wenn fiir einen gegebenen 
K.-G. die Darstellung 

U = 'h{x — c), 2 @(«) — I = SD(c, (57) 

vorliegt, so denke man siob zunacbst den Ausdruck 

% ^ — O] + ^ \h^ [oc — c^)] (5 8) 

angesetzt und letzteren unter Benutzung der in § 98 — 99 entwickelten 
Formeln nacb dem Hilfsargument u in die Reibenform 

(59) 

gebracbt. Dann bangen die Koeffizienten von den secbs GroBen 

^1; C^y h^y 

ab, und man kann sicb vornebmen, diese GroBen so zu wablen, daB 
die Reibe (59) mit der Reibe (57) in den secbs ersten Gliedem iiber- 
einstimmt. In abnbcber Weise kann man, wenn statt (58) ein aus 
drei Gliedem gebildeter Ausdruck mit neun verfiigbaren Parametem 
zugrunde gelegt wird, Ubereinstimmung zwiscben (57) und (59) in 
den neun ersten Gliedem berbeizufiibren sucben usw., bis aUe in (57) 
merklicben Glieder erscbopft sind. 

Es begt auf der Hand, daB Ausdriicke von der Form (58) oder 
von einer notigenfalls erweiterten Gestalt, falls sie sicb glatt ber- 
stellen lieBen, fiir die Recbnung mancbe Bequemlicbkeiten bieten 
warden. In Wirkbcbkeit zeigt sicb indessen, daB die Auflosung der 
Gleicbungen 





156 


Yierzeiinte Yorlesnng. § 1 1 7 — 1 1 9. 


sclaon bei nur sechs Unbekannten recht unbequem wird, und da6 
imaginare Lostmgen nicht ausgesclilossen sind. Wesentlicher als dieser 
Umstand ist jedocb der andere, dafi die gedacbte Zerlegting meistens 
rnir eine formale Bedeutung und gar keine iimere Beziebung zu dem 
darzustellenden K.-G. besitzt. Man wird daber solcbe ^Entmiscbungen^^ 
nur da yersucben, wo die besonderen Eigenscbaffcen eines K.-G. be- 
stimmte Pingerzeige dafiir an die Hand geben. 

§ 118. Die Satze; die wir bei der allgemeinen Untersucbung der 
KoUektivreibe K{x, y) gewonnen baben, scblieBen aucb, wie sicb zeigen 
wird, die Beantwortung der Prage nacb der sogenannten Unabbangigkeit 
der Argumente in sicb. Desbalb moge dieser Gegenstand bier sogleicb 
mit bebandelt werden. 

Zu dem Ende geben wir wieder auf die KoUektivreibe K{x, y) 
und die daraus gebildeten Teilreiben Kix)^ nebst den dazu geborigen 
VerteilungsgroBen U{x^ y) und TJ{x)y zuriick und balten uns dabei 
gegenwartig, daB der Verlauf der Summenkurve, die zu jedem K(x)y 
gebort, durcb den Yerlauf der entsprecbenden GroBen TJ{x)y vor- 
gescbrieben ist. Bezeicbnet man nun fiir den Augenblick die zum 
Index y oder zur Teilreibe K{x)y geborige Summenkurve mit C{y), so 
sind zunacbst folgende zwei Falle ins Auge zu fassen: 

a) die G{y) stimmen nacb Porm und Lage im wesentlicben 
tiberein, d. b. die zwiscben ibnen etwa vorbandenen Unterscbiede sind 
so klein, daB man sie unbedenklicb als den Rest unausgeglicbener 
ZufaUigkeiten anseben kana; 

b) die C{y) weisen ausgesprocbene Unterscbiede auf, die einen 
deutlicb -von dem Index y abbangenden Gang besitzen. 

Im ersten Palle sagt man, daB das Argument x unabhiingig von 
dem Argument y variier^, wogegen im zweiten PaUe x als von y 
abhangend bezeicbnet wird. Daruber binaus kann nun aber aucb 
nocb der Pall eintreten, daB sicb eine biindige Entscbeidung weder 
fur a) nocb fur b) geben laBt; man bat dann die Prage, ob fiir x Ab- 
bangigkeit oder Unabbangigkeit vorbanden sei, vorlaufig offen zu lassen. 

Von den angefubrten drei MogUcbkeiten betracbten wir, unter 
Ausscbeidung der dritten, zunacbst die erste, um nacbber nocb die 
zweite kurz zu bertibren. 

§ 119. Soil Unabbangigkeit vorbanden sein, so miissen die TJ{x)yy 
aus denen die Summenkurven der Teilreiben K{x)y entspringen, fiir 
jeden Indexwert y auf dieselbe Punktion von x fiibren, miissen also 
gleicb einer gewissen, nur von x abbangenden Punktion F{x) sein. 
Damit nimmt die friiber aufgestellte Gleicbung 

TJ{x, y) = U{x\ U(y) 

U{x, y) = P{x) Uiy) 


die Gestalt 


(60) 

(61) 
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an. Summiert man die letzte Gleichung nael. so liefert links die 
Snmme iiber die TJ{Xyy) den Ausdrnck TJ{x), wahrend reckter Hand 
die Summe iiber die den Wert Eins annimmt. Demnacb wird 

U{x) = P(4 

womit dann (6i) in 

U{x,y)=U{x)U{t,) (62) 

tibergeht. 

Die Yorstebende Bedingung, die sick als eine notwendige Folge 
der Yorausgesetzten TInabkangigkeit erwiesen kat; ist iimgekekrt anck 
kinreickend. Denn wenn in einer Yorgelegten Reike K{Xj y) die Ver- 
teilungsgroBen TJ{x,y) in der Gestalt (62) angesetzt werden konnen, 
so erkalt man durck Yergleicknng mit (60) fiir die TJ[x)^ den Yom 
Index y freien Ansdmck Tli.x), woraus dann weiter die ITbereinstimmiing 
aller Snmmenkurven G{y) folgt. 

Aus dem Umstande, daB die Bedingung (62) eine nack x nnd 
y symmetriscke Gestalt besitzt^ flieBt nock die Bemerknng, daB weim 
X Yon y unabkangig ist, umgekekrt anck y nickt Yon x abkangt. 

Bedenten nnn weiter S[x) nnd Ti^) irgend zwei Ausdriicke, die 
jedesmal nnr Yon dem einen kingesckriekenen Argament x oder y 
abkangen, so wird nnter Beriicksicktigung YOn (62) 

^{ST) = JlHSTUix, y) = (ES Uix)] • [ETUI^^)]. 

OB y X y 

Andrerseits darf man in diesem Palle nael. (lo) nnd (ii) ansetzen 
"^{S) ==ESU{x), ^{T)=ETU{y), 

X y 

SO daB 

wird. Diese Gleiekung wollen wir nock etwas anders fassen, Piikrt 
man den Ausdrnck 

^[ST) ~ ®(S) • ®(T) (63) 

ein, so fordert die Unabkangigkeit, daB W durckweg null sei. Hun 
wird aker bei einer beobaokteteu Reike K{x, y\ wenn man die WeiH^e 
Yon W fiir die Yersckiedenen Wertepaare von x und y berecknet, 
selbst im PaUe wirklicker TInabkangigkeit kein bestandiges Ver- 
sckwinden you W stattfinden, weil ja in den S)-GroBen des Ausdruckes 
W Reste von unausgeglickenen Zufalligkeiten stehen bleiben. Es 
kommt also nickt darauf an, daB die Werte von W wirklick ver- 
sckwinden, sondern nur darauf, daB diese Werte, die wir jetzt als 
die zwiscken dem Kriterium und der Beobacktung iibrigbleibenden 
Widerspriicke bezeicknen wollen, Aii^^eickend klein sind. Demnack 
ist das Kriterium als erfiillt anzuseken, wenn die Widerspriicke nur 
so groB sind, daB sie unausgeglickenen Zufalligkeiten zur Last gelegt 
werden diirfen. 
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§ 120. Setzt man in (63) fur 8 und T andre und andre Aus- 
drucke ein, so nimmt das fur die Unabhangigkeit aufgestellte Kriterium 
andre und andre Gestalten an, zwischen denen man je nacli den Um- 
standen wahlen wird. 

Setzt man wie friilier 

2 E{Xj x) =-= sg{X'—x) + I, 

SO fiilirt die Substitution S==E{X,x), T=JE{Y^y) zu der Form 

W^^[X,T]. (64) 

Diese Form ist sehr bequem, weil man die @-Gr6Ben unmittelbar 
aus der Verteilungstafel des Torgelegten K.-G. ableiten und damit 
die Widersprucbe fiir passend gewahlte Wertepaare (XT) berstellen 
kann. Zugleicb vermag man wegen der Bedeutung yon ^[X, Y] 
sofort zu uberblicken, ob Werte wie z. B. 11^=0.01 oder 0.001 
als erheblicL. anzuseben sind oder nicbt. 

Ist der Yorgelegte K.-G durcbweg stetig, so entstebt aus (64) 
durcb Differentiieren nacb x und y die Form 

Tr=S8(Z, Y)-aS(Z).S8(n (65) 

welcbe die Kenntnis der zu K{Xy y)^ K{x) und K{y) geborigen stetigen 
Verteilungsfunktionen ^{x,y), ^{x) und ^ 8 {y) yoraussetzt, also fiir 
gewobnlieb nicbt in Betracbt kommen wird, da die SS bei beobacbteten 
Reiben immer erst aus der interpolatoriscben Darstellung gefunden 
werden. 

Ist K{Xj y) in beiden Argumenten unstetig, so folgt aus (64) 
durcb Differenzenbildung oder aucb direkt aus (62) die Form 

W^U{X,Y)^U{X)-U{Y), (66) 

deren Bestandteile sicb unmittelbar aus der Verteilungstafel bilden 
lassen. Trotzdem ist im allgemeinen die Form (64) vorzuzieben, 
denn wenn die Menge der fiir x und y beobacbteten Wertsysteme 
einigermaBen groB ist, so besitzen die U-GroBen yorwiegend kleine 
Werte, und man yermag meistens nicbt obne weiteres zu iiberseben, 
ob die Werte der Widerspriiebe (66) als erbeblicb zu betracbten 
sind oder nicbt. 

Setzt man wie friiber die Ausdriicke 

u^h{x — c), V *= X;(2/ — e), 

Die, nm,], D(e, 

q) = D{c, h, e, k)^— D{c, h)^I){e, k)^ 
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an, so erlialt man mit 8 = B{u)py T == die Form 

W = z/{p, q). (67) 

Fiir ^ o Oder o versctwinden die 3), wie leicht zu sehen^ 
identisch, so daB die Torstelienden TT-GroBen nnr fur 

_p = I, 2, . , . nnd gr = 2, . . . 

anzusetzen sind. Da die q) in (22) als die Foeffizienten der 

0-Reihe fiir ^[X, Y] auffcreten, so kann man an der Hand der 

^-Tafeln sofort iiberselien, wie die Werte der ^{p, q) auf die Ver 
teilung wirken. Indessen empfieUt sick wegen der mit der Bereclmung 
der ^{p, q) verbimdenen Arbeit die Benntzung von (67) nur dann, 
wenn man jene GroBen nock aus anderen Griinden zu ermitteln AnlaB kat. 
Setzt man endlick 8 ^ ccP, T = so wird 

W = ^((xP'tp) — (68) 

Diese Form von W ist in analytiscker Hinsickt die einfackste und 
darum fur gewisse analytiscke Untersuckungen als Ausgangspunkt 
ganz gut geeignet. Sie gestattet aber — abgeseken etwa von dem 
Falle jp == 2 = I — kein unmittelbares Urted dariiber, ob die durck 
(68) gegebenen Widerspriicke als erkebliek anzuseken sind oder nickt. 

§ 121. Sind die Widerspriicke, die das benutzte Kriterium liefert,. 
unerkeblick, so wird man die XJnabkangigkeit als nachgewiesen an- 
seken diirfen. Dagegen darf man, wenn die Widerspriicke erkebliek 
sind, daraus nock nickt seklieBen, daB damit nun auck wirklick die 
Abkangigkeit festgestellt sei, denn dazu gekort, wie oben angegeben 
wurde, daB die TJntersckiede der Summenkurven einen von dem 
Index y abkangigen Gang zeigen. 

Tritt dies nickt ein, so ist auck die Abkangigkeit nickt nack- 
gewiesen, und man kann dann nur sagen, daB der vorgelegte K.-G. 
fiir die verlangte Entsekeidung entweder nickt zureickt, wie das ja 
bei zu geringem Umfang von K{x,y) vorkommen kaim, oder aber 
fiir eine solcke XJntersuchung iiberkaupt untauglick ist. WoUte z. B. 
ein Antkropologe eine XJntersuckung iiber die gleickzeitigen Abmessungen 
von Ober- und Unterarm in der Weise ansteHen, daB er die zu 
messenden Individuen ganz planlos okne Rucksickt auf Rasse, Alter,. 
Gesckleckt und etwa vorkandene MiBbildungen und Verkriippelungen 
zusammensuckte, so wiirde sick niemand dariiber wundern, daB ein 
solckes Material sick fiir die vorliegende Frage als unbrauckbar erweist, 
Bei . der XJntersuckung der Abkangigkeit wird der Gang der Be- 
arbeitung sick danack zu rickten kaben, ob man bis zur Aufstellung- 
der #-Reike geken oder aber vorker bei mekr summariseken Ergebnissen 
steken bleiben wiH. Zu dem ersten Falle ist zu bemerken, daB die 
numeriseken Elemente der gemisekten Reiken K{x) und Kiy) mit 
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den GroBen Jijp, q) zusammengenominen das Yollstandige System der 
numerisehen Elemente zu der Reihe K{x,y) enthalten. Hierbei zer- 
fallen die Elemente von K{Xyy) in zwei Gruppen, deren erste die 
Elemente von K{x) und K{y) nmfaBt^ die fur sicb. allein im Falle 
der tJnabbangigkeit zur Charakteristik von K{Xy y) ausreichen, da ja 
dann die Grofien ^ gleich. Null zu setzen sind. Die zweite 
Gruppe dagegen umfaBt die GroBen q), die bier als die fiir die 
Abbangigkeit cbarakteristiscben Bestimmungsstiicke auftreten.^) Will 
man die Arbeit, die zur Berecbnung der ^ erforderlicb ist, nicbt 
aufwenden, so empfieblt es sicb, wenigstens die Elemente von K{x) 
und Kiy) in der dureb die Umstande angezeigten Ausdebnung ab- 
zuleiten und darauf nacb (64) das System der W-GroBen grapbiseb 
Oder tabellariscb in libersichtlicber Weise zum Vorscbein zu bringen. 
Das Produkt das fur sicb allein ebenfalls als eine 

Summenfunktion aufgefaBt werden kann, dient dann als eine Art 
Norm, mit der die beobacbtete Funktion @(X, Y) verglicben wird. 

Von dem Nacbweise des Yorbandenseins einer Abbangigkeit ist 
die Frage nacb ibrer Form wobl zu trennen. Wenn eine analytiscbe 
Darstellung der Kollektivreihe K{x, y) vorliegt, so ist allerdings die 
Form der Abbangigkeit dadurcb gegeben, daB die numerisehen 
Elemente der Teilreibe K{x)y als bekannte Funktionen des Index y 
ersebeinen. Indessen ist darin nicbt das enthalten, was man bei der 
Frage nacb der Form der Abbangigkeit gewobnlicb wissen will. 
Wenn z. B. ein Kanon der menscblicben Gestalt nicbt bloB nacb dem 
AugenmaB, sondern auf Grund von planmaBig ausgefiibrten Messungen 
aufgestellt werden soil, so bandelt es sicb um folgende Aufgabe: aus 
Messungen ist eine Kollektivreibe gewonnen, mit der Korpeiiange als 
Argument y und der Lange eines bestimmten Korpergliedes als 
Argument x-^ es soil gezeigt werden, daB ~ dem Quotient en x : y die 
Tendenz gegen einen bestimmten konstanten Wert inuewobnt. Wenn 
sicb nun zeigt, daB die Streuungen der Teilreiben K{^)y klein sind, 
und daB die Argumentdurcbschnitte dieser Reiben merklicb proportional 


i) Bildet man ans den d(p^q) einen Ansdruck dessen Yerschwinden 
das gleichzeitige Yersebwinden aller q) zur Folge hat, so kOnnte der Wert 
von Q nach der Bezeichnung von Galton und Fearson als sogenannter „Korre- 
lationskoe£fizient‘‘, d. h. als die dureb eine einzige Zahl gegebene MaBbestimmung 
der Abbangigkeit dienen. Ein solcbes fiir das man z. B. die Quadratsumme 
der J wablen konnte, ware indessen nur von untergeordnetem Werte, weil es 
iiber die Form der Abbangigkeit niebts aussagt. Ganz verfeblt ware es natfirlicb, 
als scbleobtbin giiltiges MaS der Abbangigkeit einen einzigen Korrelations- 
koeffizienten aufzustellen, der versebwinden kann, obne dafi die gleicb- 

zeitig mit versebwinden. Yergleiebe bierzu anob die Bemerkungen von G. F. Lipps 
in der Abbandlung „Die Bestimmung der Abbangigkeit zwisoben den Merkmalen 
eines Gegenstandes“ (Bericbte der matb.-pbys, Klasse der k. Sachs, Ges. d. 
Wiss. 1905). 
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2u y laufeii; so liat man damit allerdings das gefandeii; was man 
sucht. In der Regel liegen jedoch die Umstande niclit so einfach, 
wie in dem angefiilirten Beispiele, denn die Funktion f{oG,y)j deren 
Konstanz die Katur „anstrebt" ist far gewobnlicli niclit im voraus 
bekannt. Ferner mnB man, wenn der TJmfang der Reihe nicbt sebr 
groB ist, damit rechnen, daB Abhangigkeiten, die niclit sebr scbarf 
ausgepragt sind, dnrcb die den einzelnen Griiedern der Reibe anbaftenden 
Zufalligkeiten mebr oder weniger verdeckt werden. Man kann sicb 
darum ancb nicbt im Yorans einen fiir alle Falle passenden Algoritbmus 
znrecbt legen, sondern ist daranf angewiesen, die geeigneten Hilfs- 
mittel von Fall zu Fall ansfindig zn macben. 


Ftinfzelinte Vorlesung. 

Unsiclierlieit der iminerisclieii Elemeute. 

§ 122. Nacb der Untersncbung iiber die Miscbimg von Ver- 
teilungen nebmen wir die Betracbtnng der KoUektivreiben, die nur 
ein einziges Argument x entbalten, wieder auf und wenden uns zu 
der Frage nacb der Sicberbeit der numeriscben Elemente. 

Urn die aufgeworfene Frage verstandlicb zu macben, betracbten 
wir einen beobacbteten K.-G., dessen Glieder in der Urliste nacb 
Zufall variieren. Da nun einerseits bei einem wirklicb beobacbteten 
K.-G. der TJmfang notwendig endlieb bleibt, und da andererseits eine 
Yollstandige Ausgleicbung des Zufalls nur bei einem unendlicb groBen 
Umfange zu erwarten ist, so sind in der Verteilungskurve und ebenso 
in den daraus bergeleiteten Werten der numeriscben Elemente nocb 
Reste Yon unausgeglicbenen Zufalligkeiten entbalten, d. b. man erbalt 
fur die genannten Elemente nicbt die SoUwerte, die bei einem unend- 
licben Umfange des K.-G. zum Vorscbein kommen warden. Kennt 
man irgendwober die Sollwerte, so lebrt die Dififerenz 80U minus Ist 
sofort aucb den EinfluB kennen, den der Zufall nocb ausgeiibt bat; 
das trifffc z. B. bei gewissen Gliicksspielen und abnlicben Versucben 
zu, bei denen man die Versucbsbedingungen vollstandig in der Hand 
bat. Weit baufiger bleiben jedocb die Sollwerte der Elemente un- 
bekannt, und das Gleicbe gilt dann natiirlicb aucb von den Differenzen 
„Soll minus Ist^^ In diesem Falle mufi man offenbar die tatsacblicb 
Yorbandenen, aber unbekannt bleibenden Abweicbungen von dem 
SoU als einen unvermeidlicben Mangel des vorgelegten Beobacbtungs- 
materials binnebmen. Nun werden die scbadlicben Folgen eines 
solcben Mangels je nacb den Umstanden von sebr verscbiedenem Ge- 
wicbte sein, und man kann danacb die Frage aufwerfen, ob sicb nicbt 

Bruns, W ahr scheinliclikeitsrechnui] g. 11 
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fur die zu befiirclitendeii Nachteile eiue brauchbare Mafibestimmung’ 
aufstelleu lasse, nacb der man ziffermaBig das Vertrauen abzuschatzen 
vermag^ das den gefundenen Zahlenwerten der Elemente zuzusprecben 
ist. Eine derartige Mafibestimmung wird namentlicb dann von Wiehtig- 
keit sein, wenn die Untersucbung eines K.-Gr. nicbt nur die Fest- 
stellung seines tatsacblicben Verlaufes, sondern aucb die Grundlage 
fiir weiter gebende Scblusse zu liefern hat. 

Bei der gesuchten Mafibestimmung kann es sich selbstverstandlich 
nicht darum handeln, die tatsachlichen Betrage der Abweichungen 
von den Sollwerten abzuschatzen, da ja letztere in dem vorliegenden 
Falle notwendig unbekannt bleiben; man wird sich vielmehr darauf 
beschranken miissen, anzugeben, welche Abweichungen „im allgemeinen^^ 
oder „im Durchschnitt^^ — oder wie man sonst sagen will — zu 
lefurcMen sind. Hierzu soUen uns gewisse Streuungsgrofien dienen, 
deren Entstehung zunachst an einem Beispiele erlautert werden moge. 

§ 123. Man denke sich zehn gewohnliche Wtirfel gleichzeitig 
geworfen und die rH., mit der die Eins vorkommt, als beobachtetes x 
notiert, wobei x offenbar einen der Werte 

0.0, o.i , 0.2, ... I. o 

annehmen kann. Weiter denken wir uns den Wurf wiederholt und 
im ganzen m-mal ausgefuhrt, so dafi wir einen aus m Wurfen be- 
stehenden „Versuch" erhalten. Diesen Versuch betrachten wir als 
einen K.-Gr., dessen GHieder die einzelnen Wiirfe und dessen Argument 
die notierten x bilden. Dann gehort dazu ein System bestimmter 
Werte der Elemente, die wir uns nach irgend einem zulassigen Ver- 
fahren aus den beobachteten x hergeleitet denken und zur Unter- 
scheidung von den Sollwerten ebenfalls kurz als ieohcichtete Werte 
bezeichnen woUen. 

Grreifen wir aus dem System der Elemente ein bestimmtes Ele- 
ment E heraus und denken uns den angegebenen Yersuch unbeschrankt 
oft wiederholt, so liefert jeder neue Yersuch einen neuen beobachteten 
Wert des betrachteten E, der, wie es der Zufall fiigt, teils mit den 
ubrigen Werten von E ubereinstimmt, teils von ihnen abweicht. 
Diese Reihe der if-Werte wollen wir nun als emen neuen K.-G. an- 
sehen, den wir kurz mit K{E) bezeichnen, wobei das Argument von 
den Werten selber gebildet wird. Dann gehort dazu ein gewisses 
System von numerischen Elementen, von denen hier im besonderen 
die Streuung in Betracht kommen wird. 

Die vorstehende, fiir den Fall des Wiirfelspiels angestellte Be- 
trachtung iibertragen wir jetzt auf andere K.-G., bei denen erstlich 
die Glieder in der Urliste nach Zufall variieren, und zweitens die be- 
liebig haufige Wiederholung der Beobachtung des K.-G. wenigstens 
denkbar ist. Man hat es dann jedesmal zu tun mit einer beobachteten 
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KoUektivreihe K und den dazu geliorigen beobachteten Elementwerten, 
ferner ist zu jedem Element E eine gewisse Kollektivreihe K{E) nebst 
der entsprecbenden Strennng str(jB) binzuzudenken. Nun lehren die 
Zahlen des in § 91 berechneten Tafelchens, daJB die Strennng eines 
K.-Gr. eine snmmariscbe Vorstellnng von der Ansbreitnng seines Argu- 
ments gibt’, je kleiner die Strennng ausfallt, desto enger drangen sicb 
die Argumente nm ibren Mittelwert znsammen. Danacb werden wir 
von einem Elementwert E^ der ans dem vorgelegten K abgeleitet 
worden ist, folgendes anssagen dnrfen: je kleiner str(-E'), desto eher 
konnen wir erwarten, dafi fiir das beobacbtete E die Differenz „Soll 
minus Ist^^ nnterbalb einer vorgeschriebenen Q-renze liegen werde. 
Mit Rticksicbt hieranf wablen wir str {E) als Maji fiir die Unsicherheit, 
die dem beobacbteten E znzusprecben ist. 

Die eingefiibrte MaBgroBe str {E) miBt nicbt den Betrag der 
Differenz „Soll minus Ist^^, der bei dem beobacbteten E tatsacbbcb 
stattfindet, sondern nnr den durcbscbnittlicben absoluten Betrag dieser 
Differenz. Daber kann das Vertranen, das man auf Grrund des vor- 
liegenden Wertes von sir{E) in das gefundene E zn setzen geneigt 
ist, unter Umstanden ancb getauscbt werden: wenn z. B. fiir ein 
Element E zwei Bestimmungen mit verscbiedenen Werten von str(iJ) 
vorliegen, so ist es sebr wobl denkbar, daB die Bestimmnng mit der 
kleineren Strennng die st'arkere Abweicbnng von dem Sollwerte be- 
sitzt. Dadnrcb wird indessen nicbts an dem Satze geandert, daB, wie 
das Tafelcben in § 91 lebrt, der Hegel nach dem kleineren str(E) 
ancb die groBere Vertranensw’iirdigkeit entspricbt. Um ein Grieicbnis 
zn gebrancben denke man sicb einen- gescbickten Scblitzen, dem zwei 
verscbiedene Gewebre, namlicb eine moderne Prazisionswaffe nnd eine 
altmodiscbe Lnntenflinte znr Verfngnng steben. Handelt es sicb nm 
je einen ScbnB ans jedem Gewebr, so kann es der Znfall sebr wobl 
so ftigen, daB der Scbtitze mit der mangelbaffcen Waffe trifft, mit der 
anderen dagegen feblt. Trotzdem ist niemand dariiber in Zweifel, 
daB das moderne Gewebr dem alten fur den regelmaBigen Gebrancb 
vorznzieben ist, nnd daB ibre Verscbiedenbeit in den Trefferbildern 
einer groBeren Reibe von Sebiissen deutlicb znm Ansdrnck kommen 
wiirde. 

Gegen ,die gewablte MaBbestimmnng laBt sicb der Einwand er- 
beben, daB sie nicbt frei von Willknr sei, nnd daB man statt str(jE) 
fnglicb mit demselben Recbte irgend einen anderen Mittelwert ans 
den absoluten Abweicbnngen der E von ibrem Dnrcbscbnitt zngrnnde 
legen konnte. Der Einwand ist voUkommen ricbtig, trifft jedocb 
jeden Versncb einer derartigen Sicherbeitsscbatznng. Denn als Grnnd- 
lage einer solcben Scbatznng miiBte immer die dnrcb K{E) gegebene 
Verteilnng der E dienen, nnd diese bangt auBer von stY{E) ancb nocb 
von anderen Parametern, namentlicb, wie das erwabnte Tafelcben lebrt, 
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yon den geraden D-Koeffizienten der Reihe K{E) ab; es ist also nicht 
moglich, die Ansbreitung der E allgemein in erscMpfender Weise 
dnrcb eine einzige Zabl zn cbarakterisieren, wie das docb zur Auf- 
stellung eines unbedingt einwandfreien UnsicberbeitsmaBes notig sein 
wtirde. Aus diesem Grunde wurde scbon oben nnr von einer sum- 
marischm Darstellung der Ansbreitung der E gesprocben. Sobald 
aber nnr eine summariscbe Scbatzung in Prage kommt, stebt uns 
die Wabl zwiscben yerscbiedenen TInsicberbeitsmaBen frei^ und wir 
diirfen dann auBere ZweckmaBigkeitsgriinde den Ausscblag fur str {E) 
geben lassen. 

§ 124, Da bei einer yorgelegten Eollektiyreibe K die Verteilung 
K{E) eines zu K geborigen numeriscben Elements E davon abbangt, 
wie sicb E aus den beobacbteten Argumentwerten yon K zusammen- 
setzt; so baben wir jetzt anzugeben, wie die Werte der E zu be- 
recbnen sind. Diese Prage laBt sicb fiir ein unstetiges K obne 
weiteres beantworten. Denn einerseits stellen sicb die E als die 
Durcbscbnitte gewisser ganzer Punktionen des Arguments x, namlicb 
der Verbindungen 

X, {x — cYj Qix — hc)^ 

dar, andererseits bestebt fiir ein unstetiges K mit der Verteilung 
Vi{x) die Gleicbung 

2)TO]=Sr(is)U(«), (i) 

WO die Summe iiber die moglicben x zu erstrecken ist; man erbalt 
also das gesucbte beobacbtete E, wenn man fiir das zugeborige T[x) 
in (i) die Produktsumme auf der recbten Seite mit den beobacbteten 
X und den entsprecbenden beobacbteten Werten yon Vi[x) bildet. 
Diese Bemerkung wollen wir nocb etwas anders einkleiden. Wir 
denken uns die beobacbteten x in der Ordnung, in der sie durcb die 
Urliste gegeben werden, fortlaufend mit den Nummem i , 2, . . . m 
yerseben, wo m den Umfang des yorgelegten K.-G. bedeutet, femer 
werde der in der angegebenen Weise berecbnete Durcbscbnitt zum 
Unterscbiede yon dem SoUwerte durcb das Symbol A bezeicbnet, 
dann bat man, wenn fiir den reziproken Wert yon m der Bucbstabe 
M gescbrieben wird, 

A [T(a;)] = S MT{x;), (r = i , 2, • . • m). (2) 

Um die Ricbtigkeit dieser Gleicbung einzuseben, bat man sicb nur 
zu yergegenwartigen, wie die in (i) zugrunde gelegte primare Ver- 
teilungstafel aus der in (2) benutzten Urliste entstebt. 

Die Pormel (2) besitzt den Vorteil, daB sie aucb nocb bei den 
stetigen K-G. obne weiteres angewendet werden darf, wenn wir die 
Werte der x als abrundungsfrei beobacbtet yoraussetzen. In Wirk- 
licbkeit trifft diese Voraussetzung aUerdings nicbt zu, daber wird sicb 
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der EinfltiB der Abrundung in dem Werte von A{T) geltend macben, 
und zwar im allgemeinen nm so starker, je groBer die vorgenommene 
Abrundung ist, oder je langer die zwiscben den Wecbselpunkten 
liegenden Teilstrecken genoinmen werden. Da indessen die Abrundung 
mit dem Wesen eines stetigen K.-Gr. an sich nicbts zu tun bat, so 
woUen wir vorlaufig keine Riicksicbt darauf nebmen und die stetigen 
K.-Gr. ebenfalls nacb (2) bebandebi, mit dem Yorbebalt, da6 wir den 
vernacblassigten Einflufi der Abrundung nacbtraglicb nocb besonders 
untersucben. 

Die in (2) entbaltene Vorscbriffc zur Berecbnung der beobacbteten 
Werte von i){T) konnen wir als direMe MiUeTbildung bezeicbnen; sie 
besitzt offenbar den Vorzug, daB sie keinerlei wiUkiirlicbe Ansatze 
beranziebt und die Beobacbtungen unmittelbar in der Grestalt benutzt, 
in der sie gegeben zu denken sind. Liegt ein unstetiger K.-Gr. mit 
einer nur maBigen Anzabl beobacbteter U(ir) vor, so liefert das direkte 
Mittel einen aucb praktiscb durcbaus brauobbaren Recbnungsgang 
zur Herstellung der gesucbten ^-Reibe. 1 st dagegen die Anzabl der 
Vi{x) sebr groB oder bat man es mit einem stetigen K.-G. zu tun, so 
wiirde die direkte Reebnung in der bier vorausgesetzten Gestalt aller- 
dings bescbwerlicb ausfallen, und man wird sicb daber bei solcben. 
Reiben nocb nacb anderen Wegen umseben. Wir braucben indessen 
auf diesen Punkt im Augenblicke nicbt naber einzugeben, weil man 
an den Recbnungsgang, wie er aucb eingericbtet sein moge, die 
Eorderung zu steUen bat, daB sein Ergebnis nicbt wesentlicb von den 
Zablen der direkten Mittelbildung abweicbe. 

§ 125. Bei der vorgelegten KoUektivreibe K mit der Verteilung 
9 S(ir) Oder U(ir) erscbeint jedes berechnete Element E als eine be- 
stimmte, durcb die Gleicbung (2) definierte Funktion der GroBen 
x,2, ... x.,^j die der Reibenfolge ibrer ISTummem entsprecbend das erste, 
zweite usw. Argument der Urliste bedeuten. Nun wird bier von K 
vorausgesetzt, daB bei unbescbriinkt wiederbolter Beobacbtung von K 
jedes zu einer vorgescbriebenen Nummer geborige x — sagen wir 
z. B. x^ — mit einer Verteilung auftrete, welcbe durcb die zu K ge- 
borige Verteilungsfunktion f 8 {x) oder Viix) geregelt ist, und daB ferner 
dieses Auffcreten von x^^ ganz unabbangig von den gleicbzeitigen 
Werten der iibrigen x^, vor sicb gebe. Damit gelangen wir aber zu 
den Voraussetzungen, die bei der TJntersucbung der Argumentmisebung 
zugrunde gelegt wurden, so daB die dort entwickelten Satze iiber die 
Verteilung von Systemen simultaner Argumentwerte unmittelbar An- 
wendung finden konnen. Der ganze XJnterscbied gegen friiber bestebt 
nur darin, daB die friiber mit U{Xj^ bezeicbneten und im allgemeinen 
voneinander verscbiedenen VerteilungsgroBen jetzt samtlicb die gleicbe 
Gestalt besitzen und durcb den Ausdruck ^{x)dx oder XL{x) bestimmt 
sind. Des weiteren gilt aucb die frubere Bemerkung uber den Ge- 
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branch des ©-Zeichens, das sich immer auf die Verteilung der hinter 
dem Zeichen stehenden Argumente bezieht. 

Mit Eiicksicht auf die vorstehendeu Bemerkungen folgen fur die 
bier betrachtete KoUektivreihe K aus der Relation 

E = T{x^, xj 

die Grleichungen 

^(U) = S)(T), str (U) = str (T), 
str(T)2=-S)[[T-®(T)P] 

Oder 

str(T)2 S)(T2) _ ®[2T®(T)] + 

Nun ist in dem mittleren Grliede rechts das in [ ] stehende - ® (T) 
fur die vor [ ] stehende ©-Operation eine Konstante^ kann also heraus- 
gezogen werden, so dafi man nach der erforderlichen Zusammenziehung 


str (U)^ == str (T)^ = ©(T^) - ©(T)^ (3) 

erhalt. Besitzt E die Gestalt aT+h^ wo a und h Konstanten be- 
deuten, so folgt aus den in § 96 — 97 entwickelten Satzen uber die 
linearen Transformationen 

str (jB) = ± a str {T)j (4) 

wo ± (Z stets positiv sein muB. Dies festgestellt setzen wir fiir das 
Yorgelegte K die SoUwerte der Elemente nach den Gleichungen 

<?=-©(a;), s = ©[(a? — h^=i:2s^, (5) 

D{c,h),^^mhx^hcU ( 6 ) 

an^ denen wir noch die mit einem beliebigen nicht normalen Para- 
meterpaar e, h berechneten Koeffizienten 

( 7 ) 


zuordnen. Entsprechend setzen wir fur die ,;beobachteten^‘ Element- 
werte die vermittelst der Operation 


A\f{x)]^'^Mfix;j, {r^i, 

gebildeten Gleichungen 


(8) 

C=A{x)=IlMx^, 

r 


( 9 ) 

= A[{x- ( 7 )T = S M{x, - GY, = I 

T 

X 2 S\ 

(10) 

A( 0 , E)„ - AmEx - EGU ='LMm{Ex, - 

r 

-SGI, 

(^0 

A{e, ^)„ = A - /.'ey = S M^{Ttx,. - 

r 

an. 


(I2) 



Unsiolierheit der mimeriselien. Elemente. 


167 


§ 126. Die Ausdriicke (9) bis (12) hat man nun der Eeihe nach 
ftir die vorhin mit T bezeichnete Funktion der zu setzen und den 
Wert yon str(r) aufzusuchen. Zu dem Ende sind jedesmal die 
Durehsehnitte %{T) und zu bilden und nach (3) miteinander 

zu yerbinden. Hierbei darf man Durehsehnitte yon der Form 
die nach dem Argument zu bilden sind, einfach durch er- 

setzen, da ja das Argument x^. dieselbe Verteilung besitzt, wie das 
Argument der yorgelegten Kollektiyreihe K. 

Dies yorausgeschickt ftihren wir noch die Abkurzungen 

x — c==y, 

ein, womit der Reihe nach 

= = = (13) 

= = (m) 

= = C — c = J’ (15) 

r r 

erhalten wd. Bildet man jetzt den Durchschnitt yon so wird nach 

(15) uud (13) 

^{F)^ ® [A(j /)1 = ®[S JfyJ = Sir® W = o, 

woraus wegen. F = C — c 

o = <S)(F) = '^(0 - c) = ®{( 7 ) - e, 

^(C) = c (16) 

folgt. Ferner ist 

= ®[(Sir«/,)T = ®[SSir=*2/,2/J. 

r (/ r 

Fur ungleieFe Indizes wd nun unter Berueksiettigung Ton (13) 
®(2/!,yr) = ® 

so daB nur die Falle q = r zv. beriicksiclitigen sind, 'woraus wegen (14) 

® (J?'*) = S ir*®(j/®) = Ms^ (17) 

erhalten wird. Da ^(F) versehwdet, so ist wegen (3) 

Bbi {Fy = Ms‘, (18) 

ruud weiter, da sich F und 0 nur um eine Konstante unterscheiden, 

str(C')* = ilfsl (19) 

Hiennit ist die Streuung fur den beohachteten Wert Ton ©(a;) ge- 
fonden. 

§ 127. Bei der weiteren Rechnung wollen wir das Summenzeichen 
nur einfach und ohne angefugte Indizes schreiben, wenn die Summa- 
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tion ttber alle hinter dem Zeichen stebenden Indizes auszudebnen ist. 
Zur Berecbnung von 8 bat man dann znnacbst nacb (10) 

= S M{x, - (7)2 = S M(y^ - FY 

= i:Myl- 2 F'EMy, + F^, 
also wegen ( 15 ) „ 

8 ^ = i:My^r-F^. ( 20 ) 

Darans folgt nnter Beriicksicbtigung von (14) nnd (17) 

_ 2 - ‘S){F^ = §2 _ Ms% 

Oder mit Einfilbrang der Abkiirznng N = 1 — M 

^{S^ = Ns\ (2i) 

Zur Berecbnung der Streuung von 8 ^ baben wir nocb den Durcb- 
scbnitt der Grofie 8 ^ zu bilden, die nacb (20) znnacbst in der Gestalt 

/S" = S My^yJ. - 2 F^'EMyf. + F^ 

erscbeint. Bezeicbnet man fiir den Augenbbck die Durcbscbnitte der 
drei Bestandteile auf der recbten Seite mit I, 11 , HI, so wird znnacbst 


Trennt man die FaJle „q gleicb r“ nnd „q ungleicb so erl^t man 
fiir I die Beitrage 

nnd S 

woraus 

I = Jf®(2/^) + m{m — i)M^s^ 

folgt. Ferner erhalt man ftir 11 wegen (15) zunaclist 

n = - 2 2) S My^ = - 2 S if*® yypy,) . 

Sind jP nnd q nngleicL.; so kann r kockstens mit einer der keiden 
JTnmmern p, g tiberemstimmen, nnd man darf in diesem Falle ftir die 
znletzt stekende i)-GroBe 


entweder oder 

sckreiben, erkalt also jedesmal den Wert NnU. Demnack wird, weil 
nnr nock die Falle i? = 2 zu berticksicktigen sind, 

n =:= ~ - - 2M - L 

ScklieBlick ist nock 

zn bilden. Hierin sind die Snmmenglieder, wie man beim Dnrckgeken 
der moglicken Falle erkennt, nnr dann von Null versckieden, wenn einer 
der vier FaUe 


i) n =i) = 2 = y, 2) n =p, 

3) M = 2 , = >■, 4) w = y, i? = g 
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vorliegt, wobei in 2), 3), 4) der Fall i) auszuscblieBen ist. Daraus 
ergibt sick mit Unterdriickung der Zwiscbenrecbnung 

III == — i)il!f^ 5 ^ 

Fafit man nunmehr I, 11 , III zusammen, so wird nacb einer kieinen 
Reduktion 

= (I - 2M){M^{3f) + (^ - i)Ms^] + + 

- + {N^ + zM^N)^, 

woraus unter Beacbtnng von (3) nnd (21) 

« + {zM^N^ MN^s^ (22) 

folgt. Dieser Ausdruck laBt sick nock etwas umformen. Da namlick 

969^(7^^/)4 - 4 (fe# - i2(%)2 + 3 

ist, so wird, wenn man den Dnrckscknitt bildet und die Bezieknng 
I = zh^s^ beachtet, 

g6D{Cj }h)^ = — 12AV + 3 = 4^^2)(2/^) — 3, 

96 s^Z)(c, — 3 5 ^. 

Benutzt man diese Gleicknng, nm in (22) die QroBe 2 )(j/^) keraus- 
zusckafiPen, so erkalt man 

str {S^Y = 2 MNs^{i + 482VX)(c, h )^ . (23) 

Da in der vorstekenden Grleicknng die reckte Seite stets positiv sein 
muB, so folgt, daB bei den kier betrackteten K.-Gr. der Koeffizient 
stets oberkalb des reziproken Wertes von ^ 4SN liegen muB. 

Die Formeln (19) und (23) setzen, wenn man darnack die ge- 
suckten Streuungen berecknen will, voraus, daB man die SoUwerte 
der Elemente kennt, wakrend in Wirklickkeit nur die beobackteten 
Werte bekannt sind. Dieser Mangel laBt sick natiirlick nickt beseitigen, 
wokl aber durck einen in der Ausgleichungsrecknung seit langer Zeit 
benutzten Kunstgriff mildern. Man ersetzt namlick nack (21) den 
SoUwert .von 5^ zunachst durck den Quotienten : N und nimmt 
kierin ftir den unbekannten Durckscknitt den beobackteten Wert 

von SK Dadurck beriicksicktigt man einigermaBen den Umstand, 
daB nack Ausweis von (21) im DurchschniU kleiner als sein Soll- 
wert gefunden wird, da ja JV kleiner als Eins ist. 

Die Formel (23) liefert die Streuung von wakrend man eigent- 
lick die Streuung von S kaben mockte. Da indessen S eine irrationale 
Funktion der ist, so muB man im allgemeinen darauf verzickten, 
fur str (S) einen genugend einfacken und zur numeriscken Recknung 
brauckbaren Ausdruck aufzustellen. Okerdies laBt sick eine summa- 
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rische ScMtzung der Unsicherheit von 8 aucli auf Grund des Wertes 
Ton str( 5 f®) erreiclien. 

§ 128. Versucht man die Koeffizienten A(( 7 , S)„ in ahnliclier 
Weise wie die GroBen C und 8 zu behandeln, so stellt sich. herans, 
daB dies nicbt angebt, -weil jene Koeffizienten nicht mekr ganze ratio- 
nale Funktionen der x,. sind. Setzt man statt dessen die GroBen 

8”A{0,S)„ 

an, so kommt man allerdings wieder anf ganze rationale Ausdriicke, 
indessen werden selbst fiir die niedrigsten Nummem w = 3 nnd n = ^ 
die Formeln nicbt sonderlich einfacb. Aus diesem Grunde woUen 
wir nns anf die mit den Parametern e, h gebildeten GroBen bescbranken, 
wobei wir znr Abkiirzung 

D„ = D(e,fcL A^ = A{e,Tc)„ 

sckreiben. Setzt man nocli 

= h{x^ e); h{x — e), 

so wird 

A„ = S M^R{uX, ®(A„) = S = D„, (24) 

<l T * 

Nimmt man Ton der letzten Gleicbung den Durcbscbnitt und trennt 
wieder die Palle mit gleioben und ungleicben so wird nacb der 
notigen Reduktion 

S(A|) - -k M, 

woraus mit Riicksicbt auf (24) 

str (A„)® = M.% { [gi(w)„]^ } - Mm 

folgt. Um die bierin auftretenden Quadrate der ift-GroBen durcb die 
tft selber linear auszudriicken, setzen wir zunacbst die beiden Gleicbungen 

Ssft(«)^(2®)2’ = exp(— 2 m — v^, S 9 fl(M)j( 2 w)» = exp {— 2 uw — w^) 

an und erbalten aus ibrem Produkt 

'Ij^{u)p^{u\{2vy{2w)'‘ = exp [— 2u{v -f w) — (« + + 2vw] 

= exp {2vw) S,?ft(M),.(2V + 2 wY. 

Setzt man recbter Hand die Reiben 

exp {2VW) = 'Ej^{ 2 vw)% (2» + 2 wY = ( 2 ®)' 

ein^ so wird zunacbst 

Sgi(«)y9i(M)j(2®)P(2M;)« = S 2-‘9t(uY(2vY+‘(2wY + *-^. 
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Hierans ergibt sich der Ausdruck fur das Produkt aus imd 
wenn man in der Summe 

S' .,, - y -.)-; »-«("), 

sich. auf diejenigen Werte Yon r, $j t beschrankt; die den Bedingungen 

geniigen. Ersetzt man demgemafi in der rorstehenden Summe die 
ludizes r and t durch 


jp + g; — 2s und i> ~ s, 

so wird 

g)Ug - s)i (^5) 

wobei s Yon Null an bis zu der kleineren der beiden Zahlen p und g[ 
zu laufen hat. Fiir p == g[ erhalt man dann 

Oder mit r ^p — s 


worin r you o bis ^ zu laufen hat. 

Nimmt man you der letzten Grleichung den Durchsehnitt, so 
ergibt sich ftir die gesuchte Streuung 

str (AJ^ = If S 2'-" A. - (26-a) 

Auch diese Formel wird man nur in beschranktem MaBe anwenden, 
weil sie die Kenntnis der hoheren Yoraussetzt, und weil diese 
Koeffizienten zum Teil mit groBen Zahlenfaktoren Yerbunden auftreten. 
So ist z. B. fur = 3 

48 str (A.,)^ = ilf(i + 1 2D2 + 144 A + — Dl). (26.b) 

Ein einfaches Ergebnis erh'alt man eigentlich nur, wenn das Yorgelegte 
K merklich dem E.-Gr. folgt, denn dann Yerschwinden, Yon Dq abge- 
sehen, die auftretenden D-Q-roBen fur e = c und 7c = und man erhalt 

str [A(c, Jh)^^ == M:2^nl. (26.0) 

Man kann diese Formel dazu benutzen, um zu beurteilen, ob ein Yor- 
gelegtes K in merklicher Weise you dem E.-Gr. abweicht, denn bei 
einem K, das dem E.-G!-. folgt, mussen die beobachteten A(c, you 
derselben GroBenordnimg wie ihre Streuungen m, aber nicht wesentlich 
groBer, sein. 

§ 129. FaBt man die Yorstehenden Entwicklungen zusammen, so 
sieht man zunachst, daB die gefundenen StreuungsgroBen samtlich die 
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Quadratwurzel you JK oder i : M als Faktor enthalten, also untor 
soast gleichen TJmstandea umgekebrt proportional zu der Wurze] aus 
dem Umfaage m des vorgelegtea K.^Gr. variieren. Femer lassen sick 
die Streuongen ron C -uiid nach (19) and (23) okne Scliwierigkeit 
berechnea. Hiagegea siad die Pormela fur die Streuuagea der 
beobacbtetea D-Koeffizientea zum allgemeinen Gebraacke weniger 
geeigaet^ naaientlich weaa man beacktet^ dafi in den die man ja 
statt der unbekanaten eiasetzen muB, die Zufalligkeiten der Be- 
obacktuag ia der Regel eiaea am so starkeren EiafluB ausubea^ je 
koker die Ordauagsaummer n ist. Allerdiags gibt es nock eiaea 
anderen Weg, aaf dem man die Streuang eiaes okae die Keimtais 
der kokerea A-GroBea ermittela kana^ jedock warden wir damit 
das Gebiet der sogeaannten Aasgleichangsreckaaag betreten and 
die fur die Yorliegende DarsteUaag gestecktea Grenzen abersckreiten 
mtissen. 

Da die Aasdrkcke (2 6. a) ikrer Bedeatang wegea niemals aegatiy 
aasfallea diirfea, so liefert jeder Aasdruck dieser Art eiae TJagleickuag, 
der die J)-Koeffizienten der kier betracktetea K.- 6 r. za geniigen kaben. 
Es ware eiae gaaz interessante, kier jedock zu weit fakrende Aufgabe, 
das YoUstaadige Formensystem solcker TJngleickungen aafzasucken, 
die offenbar als Kriterien dafiir dieaen koaaen, ob in der Urliste eines 
Yorgelegtea K.-G. zwisckea dea einzelnen Gliedern Sukzessionsabkaagig- 
keit bestekt oder nickt. 

§ 130. AaBer den aameriscken Elemeaten werden aack die be- 
obacktetea Werte yon ©(a?), ^{x) and Vi{x) darck die der Beobacktang 
ankaftenden Zufalligkeitea beeinfluBt; so daB wir aack fiir diese GroBen 
nock die Streaangen aafzusucken kaben. 

Piikrt man wieder das Zeickea 

2E{X, x) Bg{X — x) + 1 
eia; so ist der SoUwert Yoa ©(a?) darck 

@(Z) = ^[E{X, X)] 

gegebea, da ja die GroBe E gleick Bins oder Null ist, je nackdem x 
anterkalb oder oberkalb X liegt. Bbenso ergibt sick der beobacktete 
Wert Yon B{X), den wir mit %{X) bezeicknen woUea; aus 

SS:(Z) = A[E{X, ®)] = S ME{X, 

Nimmt man kieryon den Darcksckaitt nack alien Wertsystemen der 
x^y so Yrird 

5 )[ 3 :(Z)] = @(Z). (27) 

Bildet man weiter yon 

%iX}^ - EM^E{X, a;^) • XiX, 
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den Duretsclinitt und trennt die Palle mit gleichen und ungleiclien 
2, so erhalt man fur ungleiche g, r 

= %[E{X, x^)] • ^EiX, x;)] = @(Z)l 
Pemer ist^ da fur die iJ-GrroBen nur liie Werte Null oder Bins in 
BetracM kommeU; 

woraus 

folgt. Damit ergibt sich 

^ M^{X) + m{m - i)M^(B[X)^, 

und weiter nacb der Pormel (3) 

str [%{X)Y = ~ @(X)]. (28) 

Aus der Yorstelienden Grleicliung folgt noch fiir die Streuung des 
relativen Uberschusses der Ausdruck 

str[2%{X) - lY = 4 ikr@(X)[i - @(X)]. (29) 

Win man statt der Summenwerte die Verteilungswerte SS oder U 
untersucheU; so setze man mit der Annabme X > Y* 

s{x, z) = @(x) - @(7) = nm , «) - *)L 

T{X, 7 )=%{X)-%{Y) = 'i: M[E{X, x;) - E{T, x;,]. 

Dann ist zunacbst 

nT{X,Y)]=S{X,T). (30) 

Pemer wird 

T{X, Y)^ = S M^[E{X, x^) - E{Y, x^} • [E{X, x^) - E{T, a;,)], 
woraus man ahnlicb wie oben 

^[T{X, Y)2] == Jf® { [E{X, ir) - E(T, x)Y} + N 8 {X, 7 )^ 

erhalt. Da nun die Differenz E{X, x) — E{Y, x) dieselben Werte wie 
ibr Quadrat besitzt, so liefert die Torstebende Q-leicbung mit (30) 
verbunden 

^tr [^(X, 7 )]^ = M 8 {X, 7 )[i - 8 {X, 7 )]. (31) 

Die Formeln (28) und (31) sind identiscli mit einer Beziehung, die 
uns spater noehmals bei dem JBerwowKschen Satze begegnen wird. 

Zum Soblusse moge nocbmals darauf bingewiesen werden, daB 
die Anwendung der bier abgeleiteten StreuungsgroBen als Unsicberbeits- 
maB an die Bedingung gebunden ist, daB die x^ unabbangig von- 
einander variieren. Ist diese Bedingung nicbt erfuJlt, so Varm man 
natiirlicb immer nocb die Streuungen berecbnen, man darf sie aber 
nicbt obne weiteres als UnsicberbeitsmaB deuten. 
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Sechszehnte Vorlesung. 

EinfluB der Abrundimg. 

§ 131. Bei der TJntersuchiing der StreuungsgroBen in der Toran- 
gehenden Vorlesung hatten wir den Einflufi der Abrundung, die bei 
den Argumenten eines beobacbteten stetigen K.-Gr. auftritt, vorlaufig 
beiseite gelassen, mit dem Vorbebalte, diesen Gegenstand noch be- 
sonders zu behandeln. Das soil jetzt geschehen. Zn dem Ende greifen 
wir anf die Grundformel der direkten Mittelbildung znriick, namlich 
anf die Gleickung 

A [fix)] = ir = 1, 2,... m). (i) 

Hierin ist M der reziproke Wert des Umfanges m, ferner bedeuteu 
die Xy die einzelnen in der Urliste aufgefiihrten Argumentwerte. 
Letztere waren bei der Untersucbung der StreuungsgroBen als ab- 
rnndungsfrei Yorausgesetzt worden, wahrend man, wenn die Rechnung 
anf Griind der vorgelegfcen beobachteten Urliste wirklicb ausgefuhrt 
werden soli, das einzelne jedesmal durcli den entsprecbenden ab- 
gerundeten Wert zu ersetzen kat. ISTun wird bei einem beobacbteten 
K.-G. der Wert des einzelnen x^, vom Zufall beeinfluBt, und das 
Gleiche gilt Yon der Abrundung so daB es zunachst nicbt 

moglick ist, die Wirkung der Abrundung Yon der des Zufalls zu 
trennen und fiir sick allein genau anzugeben. Will man nun trotz- 
dem Yon der Wirkung der Abrundung eine deutlicke ziffermaBige 
Vorstellung gewinnen, so hat man offenbar Yon Yerteilungstafeln 
auszugeken, bei denen die Zufalligkeiten der Beobacktung nickt in 
Betrackt kommen. Das erreickt man, wenn man Tafeln benutzt, die 
nickt beobacktet, sondern auf Grund einer analytiscken DarsteUung 
berecknet worden sind. Denn dann sind die wakren Werte der 
numeriscken Elemente im Yoraus bekannt und konnen unmittelbar 
mit denjenigen Werten rerglicken werden, welcke aus der berechneten 
Verteilungstafel mit ikren abgerundeten Argumenten Yermittelst der 
Operation A entspringen. 

DemgemaB denken wir uns jetzt irgend eine stetige Verteilung 
SS(rr) nebst der zugekorigen Summenfunktion ^[x) durck die DarsteUung 

2 ©(a;) — I = S Dj,^iu)p (2) 

gegeben, in der die bekannt sind, und in der femer die irgendwie 
festgesetzten Parameter c und h des Hilfsarguments 

u^h{x- c) (3) 

nickt der Normalform anzugekoren braucken. Weiter denken wir 
uns ein System Yon Weckselpunkten festgesetzt, die wir sogleick als 
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aquidistant annehmeii wollen, weil diese Anordnung bei den stetigen 
K.-Gr. die Regel bildet. Damit sind dann sofort aucb die Teilstreckem 
zwiscben den benacbbarten Wechselpunkten sowie die Halbierimgs- 
punkte der Teilstrecken gegeben. Berecbnet man nun fiir die einzelnen 
Wecbselpunkte nacb (2) die ©(ic), so erhalt man die Summentafel. 
Subtrahiert man ferner in der Summentafel jedes ©(it?) von dem 
folgenden^ so erbalt man die Verteilungszahlen, denen als Argument 
die Halbierungspunkte der entsprechenden Teilstrecken gegeniiber zxl 
stellen sind, um die Verteilungstafel zu bilden. In einer dergestalt 
konstruierten Tafel sind offenbar alle Unregelm'assigkeiten zufalliger 
Art ausgescblossen^ im ubrigeii verbalt sie sich nicht anders als eine 
beobacbtete Tafel und laBt sicb deswegen aucb ebenso bebandeln. 

§ 132. Der Deutlichkeit balber werde das stetig veranderlicbe 
Argument wie bisber mit x bezeicbnet, das abgerundete Argument 
der betracbteten Verteilungstafel dagegen mit x' und die zu jedem x'’ 
gehorige Verteilungszabl mit H{x')y dann sind die x' die Halbierungs- 
punkte der Teilstrecken von x. Denkt man sich ferner — um die 
Vorstellung zu fixieren — die S^x') mit einer bestimmten Stellenzahl^ 
z. B. mit vier Dezimalen, angesetzt, so laBt sich die Sacbe so auf- 
fassen, als sei die Tafel aus einer Urliste mit den abgerundet notierten 
Argumenten x' und mit der Gliederzahl m = ioooo entstanden; es 
gibt dann das Produkt mH{x') jedesmal an, wie oft das betreffende x' 
in der Urliste vorkommt. Statt nun bei der Berechnung des Mittels 
A[f{x)] nach (i) jedes der on G-lieder jener Formel einzehi anzusetzen^ 
kann man die Glieder mit gleichem x' sofort zusammenziehen und 
demgemafi nach der Gleichung 

rechnen, wo die Summation iiber alle zwischen den Grenzen ± 00 
enthaltenen Halbierungspunkte x' ausgedehnt werden darf, da ja fiir 
die „leeren" Tafelargumente die Zahlen II{x') einfach null werden. 
Der vorstehende Ausdruck lafit sich noch weiter umformen. Be- 
zeichnet man ftir den Augenblick mit y und s die beiden Wechsel- 
punkte, die dem Tafelargument x' unmittelbar vorausgehen und nach- 
folgen, so ist pz 

II{x') == @(;^) — ©(2/) == / ^{x)dx, 

vV 

woraus pz 

fix') Six') = J^fix')^ix)dx 

folgt. Summiert man die Torstelieii.de Gleiclrang fiber die gauze 
Verteilungstafel nnd beacMet, daB sicb bierbei die Integrationsinter- 
Talle Ifickenlos aneinander scblieBen, so gelaugt man zn dem Ausdructe 

A[fix)]=^fmm«>)dx, ( 4 > 

•/ CO 
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'W’orin a?' den Halbiemngspunkt derjenigen Teilstrecke bedentet, in 
'welcher sich die IntegrationsTeranderliclie x bei ihrer Wanderung Ton 
— 00 nach. + 00 jedesmal gerade befindet. Diesem Ausdrucke steht 
der von der Wirkung der Abrundnng freie Durckschnittswert 

(5) 

gegeniiber, so daB die Differenz (4) — (5) nnmittelbar die Wirkung 
der Abrundnng bei der Berechnung von ®(/*) kennen lekrt. 

Um bei der weiteren Recknung nickt immer die Parameter c 
und h in den Pormeln mitzusckleppen zu mtissen, wollen wir im 
folgenden nur das in (3) angesetzte Hilfsargument u benutzen. Den 
Wecksel- und Halbierungspunkten von x und den zugekorigen Teil- 
streckenlangen entsprecken dann ebensolcke durck (3) bestimmte 
OroBen in dem Argument u. Setzt man femer 

f{x) = g{u), SS(x} dx == V{u) du, (6) 

so liefert V{u) die zu u gekorige Verteilungsfunktion und man erkalt, 
wenn sick die Zeicken ® und A fortan auf V{u) bezieken^ statt (4) 
und (5) die Beziekungen 

^ A |>(m)] =fg{u') V{u) du, (7) 

vro die Integrationen von — • 00 bis + cx) laufen und u' den Halbierungs- 
punkt derjenigen Teilstrecke bedeutet, in der sick die Integrations- 
veranderlicke u jedesmal gerade befindet. 

Bezeicknet man fur das Argument u mit zj die Teilstreckenl*ange 
und mit a einen beliebig kerausgegriJBfenen Halbierungspunkt, so 
lassen sick alle Halbierungspunkte von u in der Gestalt 

u = 0/ zli'tT ( 8 ) 

ansetzen, wo Jo alle positiven oder negativen ganzzakligen Werte an- 
zunekmen kat. Die GroBe a soil kurz als die Phase der Abrundnng 
fiir das Argument u bezeicknet werden; ikr Wert kann oJBfenbar auf 
das Intervall von o bis 2/ oder auck auf das Intervall mit den 
Grenzen ± J besckrankt werden. Hiernack werden die Werte, die 
das Argument u innerkalb einer Teilstrecke mit dem Halbierungs- 
punkt (8) durcklauft, durck den Ausdruck 

2I0J + ^ (9) 

dargestellt, wenn ^ von — J nack + J gekt. Gleickzeitig sind die 
beiden den Halbierungspunkt (8) einscklieBenden Weckselpunkte durck 

u ^ a + zJcJ ~ J und a + 2J0J+J 

gegeben. Zersckneidet man nun das Integrationsgebiet der zweiten 
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Crleichung (7) in den Wechselpunkten nnd zerlegt dadurch das Integral 
in eine Summe yon Teilintegralen, so erhalten wir die Darstellnng 

i^[g{u)\ == 2hJ)V{a + 2lcJ + 0)d0, (10) 

die jetzt fur verscliiedene Formen der Funktion g{y) naher zu unter- 
suchen ist. ZuYor wollen wir uns jedoch eine unmittelbar ansckau- 
liche Vorstellung von der Bedeutung der GroBe J zu yerschaffen suchen. 

§ 133* Die GroBe 2J bedeutet die Teilstreckenl'ange fiir das Hilfs- 
argument u. Besitzt nun 2T dieselbe Bedeutung fiir das urspriingliche 
Argument x, so folgt aus (3) die Beziekung Wir wollen 

nun fortan die unsckwer innezukaltende Voraussetzung macken^ daB 
der Parameter h sick nickt erkeblick yon seinem normalen Werte 
entferne, Dann ist die aus 2h^$^ zu berecknende GroBe s nake 
gleick der Streuung des yorgelegten K.-G., und es wird 

T^jsy2. 

Fiikrt man ferner neben J die fur die folgenden Entwicklungen be- 
quemere GroBe JP dureh die Bedingung 

2 JF^% (ii) 

ein, so wird 

T ^ S7t : Py^j 

woraus fiir den Quotienten 6 s : 2T mit abgekiirzten Zaklenwerten der 
Ausdruck 

6s:2T=2.i2:J“= 1.35 P (12) 

folgt. Nun ist nack der in § 91 angestellten Erorterung bei den 
gewoknlick yorkommenden K.-G. die Hauptmasse der moglicken Argu- 
mentwerte in einem Interyall entkalten^ dessen Ausdeknung gleick 
der secksfacken Streuung gesetzt werden darf. Hiernack gibt das 
Produkt 1.35 P unmittelbar an^ iiber wie viele Teilstrecken der yor- 
gelegten Verteilungstafel sick jene Hauptmasse ausdeknt. Legt man 
an jeder Seite wegen der gewohnlick ubersckieBenden Extreme nock 
je eine Teilstrecke zu, so darf man sagen, daB die Zakl 


Ar=2 + i.35P (i2.a) 

nakerungsweise angibt, wie yiele Teilstrecken die Verteilungstafel fiir 
gewoknlick yom ersten bis zum letzten yollen Argument umfassen 
wird. Ebenso laBt sick an der Hand eines Tafelcken, wie des folgenden 

N ^ S ^ 7 ^ 9 

P 2.2 3.0 >3.7 44 5.2 5.9 

N = 11 12 13 14 15 16 

P = 6.7 7.4 8.1 8.8 9.6 10.4 

Bruns, Wahrscheinlichkeitsreclinung. 12 
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unmittelbar entnehmen, welchen Wert die Grofie P ungefahr hat^ 
wenn die Verteilungstafel N Teilstrecken timfafit. 

§ 134. Nach. dieser Einschaltung keliren wir zu der Gleichung (10) 
zuriick Tind setzen statt g{u) das Polynom ein^ da es sick in 

erster Linie um die Auffindung der GroBen 

(13) 

diirch. direkte Mittelbildung handelt. Statt des vorstehenden Sollwertes 
erkalt man nun nack (10) durck die Operation A den Ausdruck 

Ain) = + 2lJ)Jia + 27 cP+ (14) 

kJ—J 

der oflfenbar von der Pkase a, der Teilstreckenlange 2J und den 
P-Koeffizienten der zu V(^) gekorigen ^-Reike abkangt. Setzt man 
a + 2 J" fiir a und gleickzeitig “k — i fiir Ic, so bleibt die Gieickung (14) 
ungeandert. Polglick ist A(w) eine periodiscke Funktion von a mit 
der Periode 2 J. Daraus ergibt sick nack der Tkeorie der Fourier^cALen 
Reiken ftir A{n) eine trigonometriscke Entwicklung von der Gestalt 

Ain) = YlAin,r) exp(2riaP); (i5*a) 

r 


in der fur die Koeffizienten Ain,r) die Integraldarstellung 


2jAin, r) = I Ain) exp (— 2riaP)da 


(i5.b) 


bestekt. Bei der Summation in (i5.a) kat r von — cx) bis + 00 zu 
laufen, ferner sind die fiir entgegengesetzte r konjugiert imaginar. 

Ersetzt man nun in (i5.b) Ain) durck den Ausdruck (14), so erkalt 
man die Reike 

2jAin^ ^) = S 2TiaF)Via + 2jcj + ^)dadz. 

Pukrt man = a + als neue Integrationsveranderlicke statt a ein^ 
so wird unter Beacktung von (ii) 

2jAin, r) = 2 2ri'bF)V(b + djdld^, 


wo die Grenzen fiir die Integration nack h jetzt (2 7c — i)P und (2 7c + i)P 
werden. Da sick diese Grenzen fiir die einzelnen Glieder der nack k 
zu summierenden Reike glatt aneinander sckliefien, wakrend fur 0 die 
Integrationsgrenzen bestandig — J und + J sind, so laBt sick die 
Summe der Integrale in ein einziges Integral zusammenzieken, und 
man erkalt 



exp(— 2 rilF)V(b + 0 )d'b, 
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Fiilirt man endlich noch it = & + ^ als nene Veraiiderliclie statt h ein, 
so wird 


iJA{ny r) = J V{u) duj ^ (it — 


exp (— 2 riuP + zriisP) dz, 


wofur wir aucli den nacli F(it) zu nehmenden Durchschnitt 

2jA{n, r) = S)[ / M(it — 0)^ exp (— 2riuP + 2ri0P) d0\ (16) 

j 

schreiben diirfen. 

§ 135. TJm jetzt die Integration nach 0 auszufuliren, bilden wir 
fiir die A{n,r) eine erzengende Pnnktion JB{r) durch die Gleiclaung 

B{r) == '^A{n^r){2vY, (^i== 0,1,2^...). (17) 


Ersetzt man hierin A{^, r) dnrcli den Ausdruck (16) nnd beachtet 
die Relation 

= exp (— luv + 2 SV — , 

so wird 

2 jB{r) = ®[ / exp (— 2 UV + 20V — 2 ruiP + 2ri0P — v^d0\j 

c' J 


wo sich die Integration sofort ansfiiliren laBt und mit den Abkdrzungen 
exp (2i;J") — exp (— 2 vJ) = 2 jLy v + '^'iP ^ U (18) 
den Ausdruck 

B{r) = i)"i(2l7)-"®[exp (- 2 uU- (19) 

liefert. Setzt man noch. 

F = exp (— r^P^j M = exp { 2 rivP)y (20) 


so wird unter Berticksichtigung yon (18) 

B{r) = S ^ (m, r) (2 = {- 1 YFLM{2 U)- ‘ S) [exp (- 2 uU-U^]. (21) 


Setzt man in (14) far V(^) die ans (2) und (6) folgende Eeihe 

ein, so stellt sich A{n) als eine lineare Verbindung der JJ-Koeffizienten 
dar; und das Gleiche folgt aus (i5.b) fiir dio r). Wir wollen 
demgem'aB ansetzen 

A{n,r)^'ZA{n,r,p)B, (i) = o, i, 2,...), (22) 

P ^ 

womit das zweite Glied von (21) in 

r,p){2vf 

p n 


(23) 
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ubergeM. Andererseits tat man fiir die ©-GhroBe des letzten Gliedes 
Ton (21) die Entwicklting 

S)[exp (- 2uJJ- = S)[S3i(M)^(2C7)^’] = 

womit das genamate Glied die Gestalt 

P 

annimmt, aus der weiter dureh Vergleichung mit (23) und Spaltung 
naoh den fiir die A{n,r,p) die erzeugende Fnnktion 

llA{n, r,p){2vT=‘{- iYFLM{2liy-'^ (24) 

n 

folgt. Sind hierin die A{n, r,p) dnrcli Entvdcklung der recMen Seite 
nacli V gefnnden, so erkalt man seLlieBlieli fur A{n) die Darstellung 

A{n) = SS r,p)Dp exp(2riaP), (25) 

die wir aucli in der Gestalt 

A{n) = 'LC{n,p)D., (.26.3.) 

P 

C{n,p) = S A.(», r,p) exp {2riaP} (26.b) 

schreiben konnen. 

§ 136. Die Gleicbung (25) enthalt eine explizite Darstellung der 
A{n) dureb die bisher als bekannt angesebenen GroBen, namlicb 

i) die KoefBzienten D^, 2) die Parameter c und h, 3) die fur das System 
der Wecbselpunkte maBgebenden GroBen a imd J oder P. Da der 
gefundene Zusammenbang zunaebst etwas rerwickelt ist, so wollen 
■wir ibn etwas tLbersicbtlicber gestalten, indem “wir statt der rer- 
scbiedenen A. -GroBen die GrSBen Fipi), F{n, t) 'und E{n, r, p) ein- 
fabren und zwar durcb die Gleicb'ongen 

2v'IlA(n){2v)’‘ = LHE{n){2v)” , ( 27 -a')' 

n n 

2 v^Ai^,r){ 2 vY^ L^JE{nyr){ 2 vYy 

n n 

2 S A(w, r, p) (2 v)” = LH E{n, r, p) (2 vf, (2 7 .c) 

n ^ 

wo der in (18) eingefiibrte Paktor L nacb Potenzen Ton v entwickelt 
zu denken ist. Man erbalt dann, wenn man links und recbts nacb v 
spaltet, far A{vi) den Ausdruck 

A{n) = E{n) + j^/^E{n -2) + y^J^E{n - 4) -)-••• , (zS.a) 

wo die Reibe abzubrecben ist, sobald man zu negativen Werten des 
Index von E{n) gelangt. In der gleicben Weise wird 

A{n, r) = E{n, r) -b Y^PE{n — 2,r)-\ , (zS.b) 

A{n, r,p) = E{n, r,p) -b -p — 2,r,p)-\ . (28.0) 
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Hiermit Terwandeln sich die aus (15) und (25) folgenden EntwicklungeD 


S A («) (2 ?))” = S exp (2 o P) S ^ (w, r) (2 «)** (2 Q.a) 

n T n 

== 2 j JD S exp (2 riaP) S j)) (2 (2 Q.b) 

p ^ r n 

in 

2 ^/(^^)(2^?)" — ^exp{2riaF)^E{n,r){2v)'^ (29.C) 

n r n 

exp(2ri6tP)2-B(«^, r,p){ 2 vY^ (^Q.d) 

aus denen 

P{n) = r) exp {zriaP), (30*^) 

r 

E{n, »•) = S JDpEin, r, p) ( 30 -^) 

folgt. Hierfiir laBt sicb ahnlicli wie in (26) auch. schreiben 

E{n) = llF{n,p)D^, (di.a) 

F{n,p) = YiE{n, r,p) exp [zriaF). 

r 

Die E treten also einfach an die Stelle der A, jedoch nimmt 
die erzeugende Funktion der E{n, r,p) nacb. (24) und (27.0) die Grestalt 

HE{n, r,p){ 2 vY = (— ly {2v)FM{2Trf-'^ (32) 

71 


an, so daB der Faktor i in (24) jetzt durch den einfacberen Faktor 2 v 
ersetzt -worden ist. Hieraus sind nun die E{n^ r^ja) berzuleiten, jedocb 
moge vorber eine Bemerkung eingeschaltet werden. 

§ 137. Im allgemeinen bat bei den Bearbeitern beobacbteter 
Kollektivreiben wobl niemals eine Unklarbeit daruber bestanden, daB 
die Abrundung des Arguments bei der Aufstellung von Verteilungs- 
tafeln in die errecbneten Resultate einen Febler hineinbringt, sobald 
man das Verfabren der direkten Mittelbildung an den abgerundeten 
Argumenten ausfubrt; im besondem gibt Fechner tiber diesen Punkt 
eine ausfiibrlicbe, in der Hauptsacbe auf numeriscben Beispielen fuBende 
Erorterung, die in seiner ^KollektivmaBIebre^^ unter den Stichworten 
„Reduktionsstufe^‘ und „Reduktionslage^^ zu finden ist. Meistens be- 
rubigt man sicb jedoch bei der Vorstellung, daB sich bei nicbt allzu 
starker Zusammenziebung der Verteilungstafel das Zuviel und Zuwenig 
der Abrundung im groBen und ganzen ausgleicben werde, und daB 
der verbleibende Feblerrest schlieBlicb nicbt scbadlicber sei, als der 
unvermeidlicbe Febler, der bei beobacbteten Reiben aus der unvoU- 
standigen Ausgleicbung des Zufalls entspringt. Demgegeniiber ist 
indessen zu bemerken, daB es dock zweierlei ist, ob ein Febler aus 
unvermeidlicben und desbalb wobl oder libel zu ertragenden TJrsachen 
enstebt, oder ob er darbber binaus einen Bestandteil entbalt, der erst 
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kiinstlicli; d. li. durch den Eeclinnngsgang, hineingebraclit worden ist. 
Es kann niclit zweifelhaft sein, dafi man den letztgenannten der Sacke 
fremden Bestandteil soweit auszumerzen kat, als das bei der Natnr 
des Gregenstandes praktisck ausfukrbar ist. Damit werden wir zu 
der Anfgabe gefiikrt, an der Hand der obigen Entwicklungen zu 
untersuckeU; unter welcken Bedingungen man auf einem praktisck 
brauckbaren Wege \^on den durck die Abrundung gefalsckten A{n) 
zu den SoUwerten gelangen konne. 

§ 138. Bei der Bekandlung der gestellten Frage wollen wir 
zunackst einmal voraussetzen, daB in den trigonometriscken Reiken, 
die in den obigen Entwicldungen auftreten^ die periodiscken Glieder 
unmerklick seien, daB man also kockstens die unperiodiscken zum 
Index r = o gekorigen Glieder zu berucksicktigen kabe. Dann folgt 
aus (2 9.d) 

llE(n){ 2 vY = o,p){ 2 v)\ 

n p n 

Andererseits folgt aus (32), weil fiir r = o 

F = M=i, U=v 

wird, die Gleichung 

1 jE{n, OjP){ 2 vY — {zvy. 

n 

Die Verbindung der vorstekenden Gleickungen liefert 

IlF{n){ 2 vy = '^DJ 2 vy, 

woraus sick 

(33) 

und nack (aS.a) 

A{n) = ^ + ■■■ (34) 

ergibt. Diese Beziekung gestattet okne Sckwierigkeit von den A{n) 
auf die iiberzugeken; sie entkalt offenbar die Vorsckrift zur Ver- 
besserung der A{n) wegen Abrundung, soweit nur die Teilstrecken- 
lange 2jj aber nickt die Abrundungspkase a in Betrackt kommt. 
Diese Bemerkung laBt sick nock etwas anders ausdriicken. In dem 
ursprunglicken Ausdrucke von A{n) liefern die rein periodiscken 
Glieder einen Bestandteil, der bei weckselnden Pkasenwerten um 
Null kerumsckwankt. Daker stellt die aus (34) folgende Verbesserung 
von A{n) einen Mittelwert aus den fur weckselnde Pkasen geltenden 
voILstandigen Werten der Verbesserung dar. 

§ 139* Wollen wir nun weiter die Verbesserung wegen der Pkase 
erhalten, so kaben wir auf die Gleickungen (32) zuruckzugeken. 
Fukrt man fiir die Binomialkoeffizienten die Bezeicknung 

{p - i)j. = (i? - I)! : [/‘Ki? - I — /I !] 
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ein, so tat man zur Bntwicklnng der rectten Seite von (32) die 
beiden Reihen 

(2 (at’ + zriFy-^ =» 

M = exp {zrivP) == 2 : /d] 

k 

auszumultiplizieren, dann den Paktor ( — if zvF tinznzufugen und 
schlieBlict zur Ermittlung von r,p) die Glieder mit [zvY teraus- 
zusuchen. Dies liefert einen Ausdruck, den wir aus folgenden Gleietungen 


zusammensetzen wo lien: 

E{n,r,p) (35*a) 

G{n, r,p) = (35-l>) 

K{n, r,p) = 'LU^, {f^ 0,1,2,.. .), ( 35 .C) 

C/> = (2) - i)/(- QY-.in-i- f)l , (35.d) 

Q == I : 2r^F\ .(35-e) 


Die Summation nact f in (35.0) bricht, wie man sict leictt fiber- 
zeugt, fiir jp = I, 2, . . . bei der kleineren der beiden Zatlen jp — i 
und n — I von selber ab^ gett dagegen bis n — 1 fur == o. 

Hiernact besitzen die voUstandigen Ausdrticke der Koeffizienten 
F{n,p) in den Gleietungen (31), vermittelst deren die aus den 
E{n) zu ermitteln sein wiirden, keineswegs eine besonders einfache 
Gestalt. Es ware nun trotzdem immerhin denkbar, wenn auct nicht 
watrscheinlict, daB die Gleietungen (31) eine glatte und fiir die 
Rectnung tinlangliet bequeme analytisete Auflosuug zulieBen^ in- 
dessen stett eine solche, falls sie uberhaupt vortanden ist^ im Augen- 
blicke niett zur Verfiigung, und man ist deshalb, wenn man die Aip) 
von einem merklicten Einflusse auet der periodiseten Glieder be- 
freien will, darauf angewiesen, die Koeffizienten F{njp) zu berectnen 
und dann die Auflosung naet den D-GroBen rein numeriset durchzu- 
fiitren. Das ware jedoet in Wirklictkeit ein auBerordentlict weiter 
Umweg. Denn wenn man einmal zu der numeriseten Auflosung 
linearer Gleietungen greifen will, so laBt siet das erstrebte Ziel weit 
einfacter dadurct erreicten, daB man unmittelbar mit der friiter 
aufgestellten Gleietung (2) operiert. Denn dort werden die gesuetten 
D-Koeffizienten in einen unmittelbaren Zusammentang mit den Zatlen 
der Verteilungstafel gebraett, otne daB man erst no tig tatte, die 
GroBen A(n), E{n) und F{ny p) zu berectnen. AuBerdem enttalten 
die fur alle Wectselpunkte angesetzten Gleietungen (2) alles, was 
sict uber die auf Grund der vorgelegten Verteilungstafel aus- 
sagen laBt: metr kann man aber auct niett aus den Werten der A{n 
teraustolen. 
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Bei dieses Sachlage hat man, falls man bei dem Verfahren der 
direkten Mittelbildung bleiben wiU, zwischen zwei Dingen die Wahl: 
entweder laBt man die periodischen Glieder ganz unberncksichtigt, 
auf die Gefahr hin, unter TJmstatcden merkliche Fehler zu begehen, 
Oder aber man sncht das Ding so einzurichten, daB diese lastigen 
Glieder in der Tat vernachlassigt werden diirfen. Will man letzteren 
Pall herbeifiihren, so hat man die Prage zn beantworten, wann die 

r, flir ein yon Ifnll yerschiedenes r nnmerklich werden. Be- 
trachtet man nun die in (35) gegebenen Ausdriicke, so laBt sich zwar 
der Verlanf des Paktors r,p) nnschwer ubersehen, dagegen ge- 
staltet sich der Verlanf der GroBen K{nj r, p) nm so mannigfaltiger, 
je groBer n wird. Halt man, um zu bestimmteren Vorstellungen zu 
gelangen, znnachst die Indizes n, r, p fest nnd laBt P bestandig 
wachsen, so gehen die P-6ro6en, wegen des Verhaltens des Exponential- 
faktors P, sehr rasch gegen NnU. Damit ist aber nichts gewonnen, 
denn die Prage dreht sich gerade nm die Betrage, die bei kleinen oder 
doch mittleren Werten yon P znm Vorschein kommen. LaBt man 
femer bei festen n, p, P den Index r wachsen, so gehen die E 
wiedernm rasch gegen Nnll, d. h. die in nnserer Entwicklnng yor- 
kommenden trigonometrischen Eeihen konyergieren sehr rasch. Damit 
ist aber wiedernm nichts gewonnen, weil die lastige Verwicklnng der 
Gleichnngen (31) schon mit den niedrigsten, zn r =* i gehdrigen Gliedern 
eintritt. Halt man drittens r^pjF fest, wahrend n wachst, so gehen 
die E gegen Nnll, nnd zwar ahnlich wie der Quotient (rP)”:^^!. 
Anch dieser TJmstand ist ohne Bedentung, da ein merklicher EinfluB 
der periodischen Glieder in den niedrigeren, A{n) gerade so nnbeqnem 
ist wie in den hoheren. LaBt man endlich bei festen r, P den 
Index p wachsen, so gehen die E schlieBlich hber, alle Grenzen ins 
Unendliche. AUerdings wird dieses Anwachsen dadnrch kompensiert, 
daB die E{n, r, p) mit den gegen Null konvergierenden zn mnlti- 
plizieren sind; gleichzeitig erkennt man aber anch, daB sich garnicht 
ohne weiteres nbersehen laBt, wie diese beiden TJmstande gegeneinander 
wirken nnd daB darum das Yerhalten der periodischen Glieder ganz 
wesentlich von der BeschaJffenheit des yorgelegten Verteilnngsgesetzes 
ahhangen wird. 

§ 140. Wenn nnn nach der letzten Bemerknng eine zngleich 
allgemeine nnd bestmmte Anssage nicht zu erlangen ist, so ist man 
daranf angewiesen, dnrch die XJntersuchnng besonderer Palle Anhalts- 
pnnkte fur die Beantwortung der gestellten Prage zu gewinnen. 

Da die Unsicherheit nber das Verhalten der periodischen Glieder 
wesentlich dayon herruhrt, daB die hoheren stark yergroBert in 
jene Glieder eingehen, so wird man den far die Unmerklichkeit der 
periodischen Bestandteile giinstigsten PaU erhalten, weim die mit 
Ansnahme von Pq samtlich verschwinden, wenn also V{u) in das 
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einfache E.-Q-. ubergehi Nun verwandelt sicli in (35.d) fiir = o 
der Binomialkoeffizient (p — i)-^ in (—1/; so dafi die Reibe K[n,r^o) 
nur positive Glieder entbalt. Berucksicbtigen wir der Einfachlieit 
balber in den K{ny o) nur das erste Glied; namlicb i : — i)!^ so 
erbalten wir damit sicher keine zu groBen Werte von K{n^ r, o). 
Beacbtet man ferner, daB bei den Sinus oder Kosinus der Winkel 
2 raP die GroBen o) und E{n^ —r, o) gleicbzeitig ibren 

Beitrag zu den Koeffizienten liefern^ so kommt es offenbar darauf an, 
die GroBenordnung des Ausdruckes 

2 Grin, Tj o) : {n — i)! exp (— — i)! (36) 

zu ermitteln. Zu dem Ende entbalt das nacbstebende unmittelbar 
verstandlicbe Tafelcben fiir etlicbe Wertepaare von n und rP die 
mit ibren Vorzeicben angesetzten gemeinen Logaritbmen des Aus- 
druckes (36). 


2 

3 

4 

5 

6 

7 

n ~ i 

— 2.0 

— 4-4 

— 7.6 

— II. 6 

— 16.4 

22.1 

2 

— 1-7 

— 3-9 

— 6.9 

— 10.9 

- 15.6 

— 21.3 

3 

— 1-7 

— 3-7 

— 6.6 

— 10.4 

— 15.2 

— 20.7 

4 

— 1.9 

— 3.7 

- 6.5 

— 10.2 

— 14.6 

— 20.4 

5 

— 3.2 

— 3.6 

-6.5 

— lO.I 

- 14.7 

— 20.1 

6 

— 3.6 

— 4.1 

— 6.6 

— 10. 1 

— 14.6 

— 20.0 

7 

-- 3.1 

— 4.4 

— 6.8 

— 10.2 

— 14.6 

— 19.9 

8 

— 3.6 

— 4.7 

— • 7.0 

— 10.4 

— 14.7 

— 19.9 

9 

— 4.2 

— 5-2 

““ 7-3 

— 10.6 

— 14.8 

— 20.0 

10 

— 4.9 

— 5*7 

— 7.7 

— 10.8 

~ 15.0 

— 20.1 


Die vorstebenden Zablen gestatten nun einen ScbluB auf den kleinsten 
zulassigen Wert von P. Wenn namlicb die periodiscben Glieder un- 
merklicb sind, so fallen, wie wir oben geseben baben, die E{n) mit 
den zusammen; es mussen also, da im vorliegenden Palle die 
nub. sind, die P{n) und ebenso die 2jE[n, r, o) unmerklicb sein. Setzt 
man nun mit Riicksicbt auf die in der KollektivmaBlehre gewobnlicb 
innegebaltene Recbnungsscbarfe fest, daB die Merklicbkeitsgrenze in 
den P[n) durcb die Einbeit der vierten Stelle, also durcb 0.0001 
gegeben sei, so sind die ungiinstigen Werte von P aus der Bedingung 
zu bestimmen, daB fiir sie die oben angesetzten Logaritbmen algebraiscb 
groBer als — 4.0 ausfallen. Das findet fiir die niedrigsten periodiscben 
Glieder, also fiir r i, zwiscben P === 3 und P *= 4 statt, und zwar 
nabe bei P«»3. Dazu gebort aber nacb dem in § 133 gegebenen 
Tafelcben die Teilstreckenanzabl 6 bis 7. Hieraus zieben wir den 
ScbluB, daB bei dem einfacben E.-G. und bei der angenommenen 
Recbnungsscbarfe die periodiscben Glieder merklicb werden, sobald 
die Verteilungstafel vom ersten bis zum letzten „vollen^^ Argument 
weniger als 8 Teilstrecken umfaBt. Diese Zabl bezeicbnet zugleicb 
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die auBerste ttberhaupt vorkommende Gxenze, da wir ja far F(m) die 
giinstigste Form gewahlt haben, und da femer die obigen Tafelwerte 
wegen der mit den K{n, r, o) Torgenommenen Abkurzung etwas zu 
klein ausgefallen sind. 

§ 141. Wir woUen nun weiter einen Fall betracbten, der erheblicb 
unganstiger liegt, obne jedoob gerade ein Extrein darzustellen. Es 
moge der oberbalb der Abszissenacbse liegende Verlauf derVerteHungs- 
kurve ein zum NuILpunkte symmetriscbes und gleicbscbenkliges Dreieck 
bilden, mit der Basis zg und der Hobe gTc. Danacb ist auBerbalb 
der Abszissengrenzen i g die Funktion V{}i) gleicb NuU, innerbalb 
dagegen ^ . 

F(m) = 'k\g — usg (w)] . (37) 

Bestimmt man g und Tz aus den Bedingungen ^Tc = i und = 3? so 
wird die Dreieeksflacbe, wie es sein muB, gleicb Eins. Femer wird 
S)(m) = o und wie man sicb leicbt uberzeugt, gleicb 0.5. Daraus 

folgt fur den Parameter h der Normalform der Wert ^ = so daB 
das Hilfsargument der d)-Funktionen in der Normalform mit u zu- 
sammenfaHt. Um nun die E{n, r) zu bilden, greifen wir auf die 
Gleicbungen (17) ^nd. (19) zurttck und baben zunacbst 

S A(w, r)(2D)” = (— i)’'i(2C')-i®[exp (— 2ull— 

It 

woraus durcb tibergang auf die iE-QroBen 

'EE{n, r){2v)” = (— iY{2v){2 U)-^ exp (— ®®)S)[exp (— 2uU)] (38) 

n 

folgt. Hierin bilden wir nun den Dui-ebscbnitt nacb der Gleicbung 
2 )[exp(— 2uU)] = /exp(— 2uU)h\g — u sg(M)]c?M. 

J—g 


Die Ausfabrung der Integration und die Einsetzung in (38) liefert 
mit der Abkurzung 

TF = exp {2gJJ — + exp {— 2 gU — — 2 exp (— 

die Darstellung 

^E{n, r){2vf” = (- i)'-( 2 i-«)( 2 f 7 )-®lF. (39) 

Die GbroBe TF HBt sicb obne Scbwierigkeit entwickeln, ebenso die 
Potenz Ton 2 U. Icb gebe jedocb nicbt darauf ein, well es fiir unseren 
Zweck scbon genugt, den Ausdruck fur t) anzusetzen. Man 
erbalt nacb einer kleinen Reduktion 

2 E{i, r) = sm(pyP)® : 2,{rFf, 

worin man, um fbr r = i die Genariigkeitsgrenze 0.0001 innezubalten, 
fiir p den Wert 14.9 zu setzen batte. Daraus ergabe sicb nacb 
§ 133 (J^^.a), daB die Verteilungstafel fiber wenigstens 22 Teilstrecken 
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ausgedelmt sein miiBte. Wollte man als Grenze uur die lialbe Einheit 
der dritten Stelle Yorsclireiben; so kame man auf P=ii.9 und anf 
die Teilstreekenanzabl i8. 

Das letzte Beispiel ist absicbtlich so gewablt worden, daB die 
Umstande fur die Abminderung der periodischen Glieder scbon ziemlicb 
tingunstig liegen. Das ist dadnrch erreicbt worden, daB die Tangente 
der Verteilnngskurve V{u) ibre Ricbtung mebrmals nnstetig andert. 
Infolgedessen geben in der ^-Reibe fiir V{u) die P-Koeffizienten; die 
man wegen o) = unscbwer aus (39) findet, fur groBere n 
verbaltnismaBig langsam gegen so daB man von der Reibe eine 
ziemlicb groBe Anzabl von Gliedern mitzunebmen bat^ bevor der Rest 
ganzlicb unmerklicb wird. Trotzdem ist der fiir die Teilstrecken- 
anzabl gefundene Grenzwert nocb keineswegs unbeqnem groB: wir 
werden spater die Recbnnng fiir die direkte Mittelbildung in eine 
Gestalt bringen, bei der selbst 30 oder 40 Teilstrecken nocb keine 
erbebbcbe Erscbwerung der Arbeit bedeuten. Da bei den gewobnlicb 
vorkommenden stetigen Kollektivreiben die Umstande meistens giinstiger 
liegen als bei dem bebandelten Beispiele, so wird es zulassig sein, 
als Faustregel fiir die innezubaltende Teilstreekenanzabl das Mittel 
aus den gefundenen Grenzen 8 und 22, also die Zabl 15 auzusetzen, 
mit dem Vorbebalt, in zweifelbaften Fallen dariiber binauszugeben. 
Wie sicb der Recbner belfen kann, wenn ibm die Verteilungstafel 
in stark zusammengezogener Gestalt vorgelegt wird, soli spater bei 
den numeriseben Beispielen auseinandergesetzt werden. 

§ 142. Die vorstebende Entwicklung lebrt, daB es im allgemeinen 
keine. Scbwierigkeit bietet, die periodiseben Glieder durcb passende 
Ansetzung der Wecbselpunkte unscbadlicb zu macben. In diesem 
Palle sind dann nur nocb die unperiodiseben Bestandteile in den A{n) 
nacb (34) zu beseitigen. Zu dem Bnde geben wir auf die Gleicbung 
(2 7. a) zurii’ek, in der jetzt wegen der Unmerkbebkeit der periodiseben 
Glieder P^ fiir E{n) gesebrieben werden darf, so daB man die Gleicbung 

2'o'IlA{n){2 vY =* P2j P^(2 vY (40) 

erbalt, wo nacb (18) die GroBe L durcb die Gleicbung 
2JL = exp {ijv) — exp (— ■ 2jv) 

bestimmt ist. Hiernacb erbalt man die P-Reibe, wenn man die 
.A -Reibe mit der Entwicklung 

2 viL^i--a^{ 2 j‘'of + a^{ 2 jvf--a^{ 2 jvf + a^{ 2 ji)f (41) 

multipliziert; wo 

% = I : 6, ^2 = 7 : 360, .(42.a) 

ag == 31 : 15 120, = 127 ; 604 800, (42.b) 
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ist. Damit wird 

D„ == J. (^^) — J"* J. (w — 2 ) + J"* (w — 4) — aj 17 "“ (n — 6) H — . (43) 

Statt iibrigeiis die A{v£) auf die D„ zu reduzieren, kann man auch 
die Potenzmittel Ton x — c wegen Abrundung yerbessern. Da namlicb 

A(w) = A[fR(M)J, = (43.a) 

ist, so laBt sich (40) in der Gestalt 

2®A[SsR(m)„(2c)»] == i®[S 3 li(M)„( 2 tj)“] 

n w 

Oder 

2t?A[exp (*— 2UV — == iS)[exp {— 2 uv — 

schreiben, woraus 

2«;A[exp (— 2 uv)\ = iS)[exp (— 2 ^)^ ( 43 -l>) 

folgt. Setzt man nun zur Abkurzuug 

n\P{n) = A[(ir — ef], n\ Q{n) == S)[(a; — cf], (44) 
so erbalt man wegen u ^h{x — c) und hT ^ J die Beziebungen 
2 ^ 2 (— iYP{^{2'hvY == iS (— iYQ{n){2jivYf 

n n 

2^; : £ = I — a^{2TJivY + • • •. 

Die Formeln (40) und (43) bleiben also besteben, wenn man darin 
die GrroBen A{n), v und J mit den GroBen (— i)"P(^), (— iYQ{n\ 
hv und T yertauscbt Im besonderen wird 


Q{o) = P(o) = I. 

(45-a) 


(45-b) 

< 2 ( 2 ) = P(2)-iT^P(0). 

(45-c) 


Aus der zweiten dieser Gleicbungen folgt A(ir — c) = — 0) oder 

(46) 

d. b. der Argumentdurchschnitt wird dmrch die direlde MitteTbildung 
richtig gefunden, sobdld die periodiscJien Glieder immerTdich sind, Mmmt 
man mit Riicksicbt bierauf fiir c seinen Normalwert ^{x) und bezeicbnet 
die nacb den Operationen A und ® berecbneten Streuungen mit 8 
und s, so folgt aus (45.0) 

— I T^, (47) 

Die Streuung 8 ist also stets groBer als ihr Sollwert s und die er- 
forderlicbe Reduktion ist bei den gewobnlicben vorkommenden Ab- 
rundungen garnicbt so unbedeutend. Setzt man z. B. 2T— i und 
s=3; so gebt die secbsfacbe Streuung iiber 18 Teilstrecken und 
mindestens ebensoviele Strecken treten in der Verteilungstafel auf, so 
daB die Abrundung keineswegs groB ist. Gleicbwobl erbalt man 
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3.014; also eine Abweichung von dem Sollwerte, die bei der ge- 
wobnlicb innegebaltenen Eecbnungsscbarfe durcbans zu beriicksicbtigen 
sein wiirde. 

§ 143. Der bier erorterte Znsammenbang zwiscben den GroJBen Ai)^) 
und beziebt sicb ausscblieBlicb auf die stetigen E.-G., denn bei 
den unstetigen K.-G. sind die Operationen A und 2 ) identiscb, wie 
sicb unmittelbar aus der Definition des S)-Zeicbens ergibt. Darin liegt 
ein wesentlicber Unterscbied zwiscben den beiden Arten von KoUettiv- 
reiben begrdndet; den wir bei den friiberen TJntersucbungen der Ein- 
beitlicbkeit balber absicbtlicb immer in den Hintergrund gescboben 
baben. Denkt man sicb eine Summentafel mit ‘aquidistanten Argument- 
werten und Wecbselpunkten gegeben, so kann diese, wenn nicbts 
weiter binzugefiigt wird, ebensowobl einem stetigen ; wie einem 
unstetigen K.-G. angeboren. Im Falle der Unstetigkeit liefem die 
durcb direkte Mittelbildung gefondenen GroBen A[Yi) sogleicb die 
D-Koeffizienten der <P-Reibe fur die Summenfunktion ©(rr), wahrend 
in dem anderen Falle an die A[vi) erst nocb die Eeduktion auf die 
anzubringen ist, die sicb, wie wir geseben baben, bei geniigend 
kleiner Abrundung obne Scbwierigkeit ermitteln laBt. Man erbalt 
also zwei verscbiedene ^-Reiben, je nacbdem die vorgelegte Tafel als 
die Summentafel eines stetigen oder unstetigen K.-G. bebandelt wird. 
Der Unterscbied zwiscben den beiden Reiben wird jedocb nacb den 
obigen Entwicklungen um so geringer, je groBer die Menge der voUen 
Tafelargumente ist. 

Da die Summenkurve fur einen unstetigen K.-G. die Gestalt einer 
Treppe besitzt, und da sicb ferner die Summe der Produkte 
je mebr Glieder der Reibe mitgenommen werden, um so inniger dem 
gebrocbenen Zuge der Treppenlinie anscbmiegen muB, so wird die 
Reibe im allgemeinen nur langsam konvergieren, selbst wenn die 
niedrigeren Koeffizienten rascb auf geringe Betrage berabgeben, denn 
mit einer maBigen Anzabl von Reibengliedern ist wegen des Verbaltens 
der Funktionen jener treppenformige Verlauf nur rob zu erreicben. 
Bei den stetigen K.-G. fallt der angegebene Grund fur die langsame 
Konvergenz offenbar fort, so daB es, soweit der AnscbluB der Reibe 
an die Zablenwerte der vorgelegten Summentafel in Betracbt kommt, 
im allgemeinen vorteilbaft sein wird, die unstetigen K-G. auf das 
Schema der stetigen zu bringen. 

Bei einem unstetigen K.-G. ist der Verlauf der Summentreppe 
durcb die beobacbteten V^(po) voUstandig bestimmt. Infolgedessen ist 
aucb das gauze System der numeriscben Elemente vollig bestimmt, 
und man erbalt die Zablenwerte der Elemente unmittelbar durcb die 
Berecbnung der GroBen A{n), Bei einem stetigen K.-G. dagegen liefert 
die Beobacbtung zunacbst nicbts weiter als eine gewisse Anzabl dis- 
kreter Punkte der Summenkurve, und es bleibt fur die Verbindung 
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dieser Punkte durcb. eine stetige Kurve ein groBerer oder geringerer 
Spielraum iibrig. Daraus folgt, dafi auch das System der Elemente 
vorlaufig nicht vdllig bestimmt sein kann. Will man nun trotzdem 
ein bestimmtes Wertsystem erhalten, so mu6 die Unbestimmtbeit 
durcb Hinzuftigung weiterer Pestsetzungen irgendwie aufgeboben werden. 
In dem bier Torliegenden Falle gescbiebt das, wie man erkennt, da- 
durcb, daB man zuerst das YoUig bestimmte System der A{Yi) ableitet 
und darauf unter Vernacblassigung der Pbasenwirkung die ebenfalls 
voUig bestimmten Verbesserungen anbringt, die nur yon der Lange 
der Teilstrecken abbangen. 

§ 144. Die Ergebnisse der bisberigen Untersncbung geben nocb 
zu einer anderen Bemerkung AnlaB. Bei der Mitteilung beobacbteter 
stetiger Kollektivreiben wird aus Unkenntnis der fiir die Sicberbeit 
der Eecbnung wesentlicben Erfordernisse sebr oft dadurcb gesiindigt^ 
daB man die Yerteilungstafel, um ibr ein „besseres^^ Ausseben zu 
geben, stark zusammenziebt und so das Ergebnis einer mancbmal recbt 
mubsamen Arbeit geradezu illusoriscb macbt. Denkt man sicb aus 
der Verteilungstafel die Summentafel abgeleitet und fur jeden Wecbsel- 
punkt die Gleicbung 

angesetzt, so entbalt das bierdurcb entstebende Grleicbungssytem alles, 
was sicb auf Grund der beobacbteten Zablen iiber die numeriscben 
Elemente des K.-G. aussagen laBt. Entbalt nun, wie das yorkommt, 
das System nur zwei oder drei fiir die numeriscbe Recbnung braucb- 
bare Gleicbungen, so tappt man bezuglicb der Werte der numeriscben 
Elemente einfacb im dunkeln, denn man kann dann die Normalwerte 
von c und h innerbalb eines gewissen Spielraums ganz beliebig an- 
nebmen und trotzdem durcb passende Wabl der niedrigsten D-Koef- 
fizienten die gegebenen Ordinaten der Summenkurve genau darsteUen. 
Kocb deutlicber wird der begangene Febler, wenn man die Aufgabe 
geometriscb formuliert. Die Summenkurve, deren Bildungsgesetz im 
allgemeinen nicbt naber bekannt ist, soU ibrem Verlaufe nacb auf 
Grund der durcb die Beobacbtung gegebenen Punkte festgelegt werden: 
es ist also ein FeTilerj dem Recbner nur zwei oder drei Punkte mit- 
zuteilen, wenn die Beobacbtung mebr Punkte geliefert bat oder bei 
sacbgemaBer Anordnung liefern konnte. Wir werden spater auf diesen 
Gegenstand nocbmals zuruckzukommen baben. 
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Siebenzehnte Vorlesnng. 

Das gewolinliche Urnenscliema und seine Erweiterung. 

§ 145 . Der Inlialt der letzten Vorlesungen bezog sicb auf Pragen 
allgemeiner Jfatur, bei denen es auf die besondere Bescbaffenheit der 
betrachteten K.-Q-. nicbt weiter ankam. Im folgeuden wollen wir 
uns nun mit einigen besonderen KoUektivreihen bescbaftigen; den 
Beginn soli bierbei die XIntersucbung yon gewissen theoretisch kon- 
struierten Verteilungen macben. Derartige Reiben treten jedesmal 
auf, wejm man feststeben will, ob eine beobacbtete Verteilung sicb 
diesem oder jenem Urnenscbema anscblieBen laBt, denn man bat dann 
die beobacbteten Zablen mit derjenigen Verteilung zu vergleicben/ 
welcbe aus dem angenommenen Urnenscbema entspringt. 

Bei der Bebandlung der gestellten Aufgaben wird sicb zeigen, 
daB die in den frtiberen Abscbnitten entwickelbe Darstellung yon 
Verteilungen durcb die <&-Reibe eine natiirlicbe Ausgestaltung der 
Metbode bildet, die yon Laplace ftir die Untersucbung yon Funktionen 
groBer Zablen aiigegeben worden ist. 

Als erstes Beispiel soil folgende Aufgabe dienen. Aus einer Urne, 
die weiBe und schwarze Kugeln enthalt, wird w-mal unter Zuriick- 
legung der Kugel gezogen und als beobacbtetes x die rH. der ge~ 
zogenen weiBen Kugeln notiert, wobei x offenbar einen der n + i 
Werte 

o :n^ 1 ... n: n 

annebmen kann. Diesen aus n ,;Zugen^^ bestebenden ;,VersucV^ denken 
wir uns im ganzen m-mal angestellt und erbalten so aus den notierten X' 
einen unstetigen K-G. yom Umfange m mit einer gewissen Verteilung 
U{x) und dem Argument x. Denkt man sicb weiter m unendlicb 
groB, so geben die 11 (a;), falls der Satz yon der gleicbmaBigen Er- 
scbopfung der gleicbmoglicben Palle zutrifft, in die GroBen 3B(ic) 
liber ; wo SlB(ir) entsprecbend der friiber eingefubrten Bezeicbnungs- 
weise die SB. bedeutet, mit der x bei dem einzelnen Versucbe zu er- 
warten ist. Nun lassen sicb aber die SB(ii?) unmittelbar aus den 
Bedingungen des Umenscbemas berecbnen, so daB man aus der Ver- 
gleicbung der tbeoretiscben SB (a?) mit den bei einem endlicben m 
beobacbteten 11 (a?) erkexmen kann, wieweit sicb bei der ausgefubrten 
Versucbsreibe die Wirkungen des Zufalls ausgeglicben baben. Sind 
ferner die Werte 11 (a;) nicbt aus einem wirklicben Urnenyersucbe, 
sondern aus irgend einer anderen statistiscb beobacbteten Massen- 
erscbeinung entstanden, so lebrt die Vergleiebung yon 11 (ir) und SB(jr), 
ob und wieweit jene Massenerscbeinung auf das bier betracbtete 
Urnenscbema reduziert werden darf. Damit gelangt man dann auf 
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den Weg, den Lexis eingeschlagen hat, um die in alterer Zeit haufig 
vorgekominenen kritiklosen Anwendungen der W.-E. anf das richtige 
MaB zn hringen. 

Bei der gestellten Aufgabe fiihren die einzelnen Werte von SB(;r) 
nach der in § 1 8 gegebenen Entwicklung anf die Glieder der Binomial- 
reihe fiir {p + wo p die SOS. fiir den einzelnen weiBen Zug be- 
dentet, nnd ^ gleich i — ist. Diese Darstellung der S 33 (ir) ist 
naturlioh fiir kleine Werte von n zngleich die einfachste nnd be- 
quemste, wird dagegen fiir ein groBeres n nndnrchsichtig, so daB eine 
XJmformung zweckmaBig wird, zn der nns die ^-Eeihe fnhren wird. 
Znvor wollen wir jedoch die gestellte Anfgabe etwas verallgemeinern. 
Statt namlich innerhalb eines Versnches ans einer einzigen Ume 
^^-nlal zn ziehen, kann man anch, ohne an den SQ 3 (jr) etwas zn andern, 
aus n Urnen gleicher JPnllnng je einmal ziehen. In diesem Palle 
kann man aber dann noch einen Schritt weiter gehen nnd annehmen, 
daB die n Urnen verschiedene Piillnngen enthalten. Damit gelangen 
wir zn folgender Anfgabe. Gegeben sind n Urnen; die Piillnng der 
Urne mit der Nummer 'k ist dnrch die fiir den einzelnen Zug gelten- 
den GroBen 

235 (weifi) == SB (schwarz) = 3-4, + 2^ = i ( i ) 

bestimmt; der einzelne Versuch nmfaBt jedemal n Ziige, nnd zwar 
je einen ans jeder Urne; bei jedem Versncb wird als beobachtetes x 
die rH. der gezogenen weiBen Engeln notiert: gesncht wird das 
theoretische Yerteilnngsgesetz SOS (a?) fiir das Argnment x, 

§ 146. Betrachten wir znnachst innerhalb einer Eeihe von Ver- 
snchen nnr die Ziige ans der 7 c-ten Urne nnd bezeichnen mit Xj^ die 
bei einem Znge anftretende rH. der weiBen Kngeln, so ist Xj^ teils 
gleich Nnll, teils gleich Eins. Bedentet femer Vi{x^ die zn Xj^ ge- 
horige theoretische Verteilnng, so ist fur die beiden moglichen 
Argnmentwerte 

U(o) = 2j, 11(1) 

worans fiir ein beliebiges c die anf U beziigliche Dnrchschnitts- 
gleichxmg 

®[(%— «)'■] “ ll(o)(o — «)'■+ U(i)(i - cY 
folgt. Mit -wird daher fiir r — 1 und r = 2 

nnd welter 

str(a!/=i3^2j. (2) 

Betracliten wir nun weiter die n Ziige eines Versuchs gleiclizeitig, 
so ist nack den getroffenen Pestsetzungen 

wa; = *1 + iBa H h 


(3) 



193 


Das gewShnliche UrnBiisclieiiia und seine Erweiterung. 

Da Herin die Xj^ iimerhalb der Reihe der Versuche xinabhangig von- 
einander nacb ibren Vertediingen Vi{x^ variieren, so ist nx ein aus 
den Argumenten Xj^ gemischtes Argument, und wir konnen unmittelbar 
die in der XIII. Vorlesung gefundenen Satze anwenden, Hierbei 
werde zur Abkiirzung 

W9' = S^i, i> + S'=i, (4) 

rt=Pi-P, = = (5) 

eingefiihrt, und das S)-Zeicben, wie es in jener Vorlesung gescbab, 
jedesmal auf die Verteilung der dabinter stebenden Argumente be- 
zogen. Dann folgen nacb den Pormeln (17) und (19) in § 103 aus 
(3) und (2) die Beziebungen 

©(wa;) = S®(a3*) = Sjo* = np, 
str {nxY = Sstr == '^p^q^ 

= 'E{p+r^)(q-r^ = npq- Srf, 

und weiter 

^{x)^p, ^ str — Pg. (6) 

Die GroBe Pg ist offenbar das Streuungsquadrat der wenn diese 
als Glieder eines K.-G. aufgefaBt werden. 

Da die Argumentmiscbung bei wacbsendem n dem einfacben 
Exponentialgesetz zustrebt, sobald die Betrage der str(it;;5.) merklicb 
von derselben GroBenordnung sind, so erbalt man in diesem Palle 
fiir die zu SB(ir) gehorende Summenfunktion ®{x) die genaberte 
Darstellung 

2<B{x) — 1 = 0[h,{x —p)], ( 7 ) 

wo % aus der in (6) gegebenen Streuung nach 

2h^{pq — P^) = n (8) 

ZU berecbnen ist. Die Pormel (7) entbalt bereits den sogenannten 
■ Poissonscheji Satz, dessen Yervollstaaidigung ofifenbar die Hinzufiiguug 
der von den Koeffizienten 2)3, D4, . . . abbangenden Glieder erfordem 
wiirde. Diese Gbeder konnen ebenfalls nacb dem Yerfabren der 
TTTT. Vorlesung gefunden werden, ergeben sicb jedocb auf etwas 
bequemere Weise, wenn wir uns von vornberein die besondere Gestalt 
von SB(a3) zu nutze macben. 

§ 147. Bildet man mit der wiUkiirlieben GroBe u und den vorbin 
eingefiibrten Umenkonstanten p^^, das Produkt 

P = {upi + ffi) {up^ + &)••• («i>„ + (9) 

£ r u u a , Wahxacheinliohkeitsrechnxing. 


13 
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und entwickelt nacli xi in die Reihe 

P = (a = o, I, • • • n) 

a 

SO ist nach den in § 18 entwickelten Satzen P(a) die SB. dafiir^ daJ 5 
bei einem Versnche a weiBe Kngeln gezogen werden. Hiernacli ist 
P(a) identisck mit 3 B(ii?); sobald a=^nx gesetzt wird. Man hat 
also auch 

P = {nx = o, • • • n), 

X 

In der vorstehenden Summe sind die einzelnen Werte der von x 
abhangenden Punktion mit den entsprechenden Verteilungszahlen 
3 B(ir) mnltipliziert, folglich ist diese Snmme gleich dem nach SB(:i?) 
genommenen Dnrchschnitt ans so daB, wenn das S)-Zeichen sich 
fortan auf SB(ir) bezieht 

= P = (MjPi + g-i) • • • (ttA + (10) 

wird. 

Setzt man = i — so wird mit Riicksicht auf die in (4) und 
(5) eingefiihrten Bezeichnungen 

log {wPi + &) = log (i - ^i>i) = log [i - !((iJ + r*)]. (I I) 
Sieht man nun die GroBe 

P(o) = log(l -ijj) (I2j 

als Funktion von ^ an und bezeichnet ihre sukzessiven Ableitungen 
nach p mit i(i), P(2); . . so folgt aus (ii) nach dem Taylor^Qhm 
Lehrsatze die Reihenentwicklung 

log (MjPi + = S L{g)rl , {g = 0,1,...). (13) 

Setzt man ferner 

logP = w^, ^rt = nP„, (14) 

WO offenbar Pq = i und P^ = o ist; so liefert die Summation von (13) 
nach ]c die Gleichung 

Q-^hL{ff)Pr (^ 5 > 

ff * 

Die L(y) erscheineU; wenn man L{o) auf Grund der Gleichung (12) 
nach Potenzen von tp entwickelt und dann ^-mal nach p dijfiferentiiert;. 
als Potenzreihen von t und p. Piihrt man ferner statt u und t die 
neue Veranderliche v durch 

u=^expVf t^i—expv (16) 

eiu; so laBt sich L{g) als eine Potenzreihe von p und v darstelleu;, 
die in der Gestalt 

Lig) = gl^A{kg)v^ (17) 
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geschrieben werden moge, wo die g) Potenzreihen von p sind. 
Die Einsetznng in (15) liefert die Darstellung 

(18) 

in der die Summation nach "k erst mit = i zu beginnen brauclit, 
da ftir v = o die Werte t^Oy u=i und wegen (9) und (14) die 
Werte P==i, $ = o eintreten. Aus (18) fliefit dann, wenn man 
nacli V ordnet und 

A(k) = A{ky o)F,+ A{ky I)P, + . . . (I9.a) 

setzt, die Darstellung 

Q = A{i)v + A{2 )'d^+ • . •. (ig.V) 

Die Grleichung (17) nimmt fiir g = o die Grestalt 

P(o) =IlAL(A'*,o)-y'^ 


an. Differentiiert man diese Beziehung ^-mal nacb p, so erbalt man 
links L(g)y folglich mu6 man rechter Hand auf die in (17) angesetzte 
E/eike kommen. Demnach ist g\A(jiy g) die ^-te Ableitung von o\A{ky o) 
nach py so daB es ausreicht^ zunachst die GroBen A{hj o) aufzusuchen. 
Zu dem Ende bilden wir unter Berucksichtigung von (12), (16) nnd 
(17) die Beziehung 

log(i -i9+i)exp«?) = L(o)=Sj.(A;, o)v* 
aus der durch partielle Differentiation nach p und v die Gleichungen 
[expu - i] : [q +p exp®] = || 


p exp V :[q +p exp t?] = 




folgen. Multipliziert man die beiden vorstehenden Gleichungen mit 
pg und — I und summiert^ so geben die Bestandteile links den 
Wert — p, wahrend auf der rechten Seite der Ausdruck 


k 


c A {Jc, 0 ) 
dp 






entsteht, wo h in beiden Summon mit = i zu beginnen hat. Spaltet 
man nun links und rechts nach Vy so erhalt man zunachst aus den 
von 'V freien Gliedern die Gleichung 

p « A{iy o). (20) 

Die iibrigen Glieder fuhren zu der Eekursionsformel 
{h+i)A{k+i,o)^(S-p^l^, 
in der k die Werte ly Zy , . . anzunehmen hat. 


(21) 
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Die Berechnung der niedrigeren A(k,o) laBt sich. nach. (21) 
rasch, ausfiihreii und liefert zimaclist Polynome Ton p. Differentiiert 
mati dann A(k, o) g'-mal nach p und dividiert darauf durch g\, so 
erhalt man Ai]t,g). Daraus ergehen sich dann nach (iQ-a) die AQ,). 
Setzt man zur Ahkiirzung 

r^g—p=i - 2p^ zq — i, t=pq, 

so ergehen sich, da = i und P^ = o ist, bis zum Index 6 hin die 


Ausdriicke 

i\A{i)=‘p, (22.a) 

2!A(2)=#-P2, (22.b) 

3!A(3) = r#- 3rP2+ 2P8, (22.C) 

4!A.(4) = i{ — 6^*— (7 — 36 #)Ps,-+- — 6F^, (22A) 

5!A(5) = r{t— i2f) — r{i5 — i2ot)P^ (22.e) 

+ (50 - 24oi)P8 — 6orP4+ 24P5, 

6!A(6) = # — 3of^ + i2ofi— (31 — 540# + iSooi^Pj (22.f) 


+ r(i8o — i20ot)Pg— (390 — i8oo^P4+ i6orP^ — i2oPg. 

Aus den vorstehenden Gleichungen isfc die aUgemeine G-estalt der 
A{k) bereits zu erkennen, soli jedoch nioht weiter Terfolgt werden. 

§ 148. Pafit man die Pormeln (16), (10), (14) und (iQ.b) zu- 
sammen, so kann man schreiben 

S [exp (wic®)] = P, log P = nQ, 

Q = A{i)v + A(2)t)2 -I j 

wo die A.(fc) bis zum Index 6 aus (22) zu entnehmen sind. Setzt 
man femer 

I = P exp [— nA{i)v — nA{2)v^, 

so ist einerseits 

T = S)[exp(»a:v — nA{i)v — wA(2)4)^], (23.a) 

andrerseits 

logP= nQ — nA{i)v — nA{2)v^ = nA{:i)v^ + nA{a)v*‘-\- • • •. (23.b) 

debt man in der letzten Gleichung vom Logarithmus zum N^umerus 
liber, so erhalt man fiir T eine nach Potenzen Ton n und v fort- 
schreitende Reihe, die wir in der Gestalt 

P “ I + w [(3, i)i;®+ (4, ] 

+ n^ [(6, 2)®«+(7, 2)v'’-\ ] 

+ w«[(9, 3)u® + (io, 3)«“H ] -I 

Oder kurzer 

P = I 4 - UTiiff, ^ {g,lt = 1, 2,z ■ ■ ■) 

g h 


(24) 
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sclireiben woUen^ wobei zu beachten ist^ daB die (g, Tc) yersdiwindeO; 
sobald g kleiner als ist. Im besondern ist 

(3, i) = ^(3), (4, i) = ^(4), (5, i) •= ^(5), (25.a) 

(6, 2) = (7, 2) == JL(3) J.(4), (25.b) 

(9,3)=M(3)». (25.C) 

Fubi-t man jetzt die Parameter Cy h und die Veranderlicbe w durcb 
die Gleicbungen 

2}i^(jpq — P^) == fly 2 wh^--nv (26) 


ein, so laBt sicb das Argument der Exponentialfunktion in (23.a) 
nnter Berucksichtigung der aus (22) folgenden Werte von j 1 (i) und 
A{2) in der Gestalt 

— 2'h{x — c)w — 

scbreiben. Damit erbalt man aus (2 3. a) 

T == 2 )[exp (— 2 h{x — c)w — w^] = — Jie)^]{ 2 wy 

Oder, wenn Bg die Koeffizienten in der mit den Parametern Ji ge- 
bildeten ^-Reilie fur die betracktete Verteilung SB (a?) bezeichnet, 

T ^l^Bg{ 2 wy. 

Halt man hiergegen die aus (24) und (26) flieBende Gleicbung 

g k 

SO ergibt sick 

viPBg^ (- hy 2(?? (fc = 2, • • •) (27) 

k 

Da die GroBen (i, 7 c) und (2,7c) null sind, so versckwinden' und 
B^y d. k. die angesetzten Parameterwerte gekoren der Normalfoi'm, 
an, und man hat in D’bereinstimmung mit (6) 

c^%{x)-^Py 2h^ sirixy^ ly (28.a) 

n str (2?)^ = jpg — Pg. (28.b) 

TJm das Ergebnis nock etwas libersicktlicker zu machen werde gesetzt 
nN^-^iy hN^Hy 2JBP{pq--P,)^iy (29) 

wo jBT ofifenbar fur ein unbegrenzt wachsendes n endlich bleibt. Damit 
nimmt (27) die Gestalt 

Bg^{^SN)^^(gyTc)n^ 

k 

an. Multipliziert man die vorstekende Gleicbung mit ^{u)gy wo u 
das Hilfsargument h{x — c) bedeutet, und summiert darauf nack g 
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Ton ^ = 3 an, so entsteht die ^-jReihe fdr die betrachtete Verteilung 
S 33 {a;), jedocb obne das Anfangsglied 0 {ti). Demnach ist 

2 ®{x) - I - = SSfe-, m- 

Da hierin die Summation nacb. g erst mit g = txl beginnen braucht, 
so setzen wir z'k + l statt g, wo I von Null an zu lanfen hat, und 
gewinnen die Reihe 

k I 

Oder, wenn wir f 1 setzen, 

/ ^ 

wo f von Eins an lauft. Darans folgt fur die Snmmenfunktion der 
untersuchten Verteilung die Darstellnng 

2 ^{x) - I = $(m) + TSl(f+ m- 
/ * 

die sich, wenn man nach. N ordnet, ans den GHeicliungen 

2@(a:) - I = 0 {u) + {i)N + (2)JV® + (3)-V* + • • •, (30.a) 

(f) =S(/'+ m- (3o.b) 

k 

zusammensetzen laJBt. Es wird also z. B. fur die niedrigsten G-lieder 

(2) * (4, i)(- (6, 2)(~ (31) 

(3) ( 5 ; i)(- +• ( 7 , 2 )(- + ( 9 ; 3 )(- 

wo die angesetzteu (^, Ic) aus (25) und (22) zu entnehmen sind. 

§ 149. Die Gleichungen (30) enthalten die Losung der gestellten 
Aufgabe und lassen die Gestalt der Glieder erkennen, die man zur 
Vervollstandigung der in (7) gegebenen abgekiirzten Formel notig 
hat. Bei der numerischen Anwendung you (30) ist zu beachten, daJJ 
in SB(i3?) unter x die moglichen Argument werte von x^ also die 
Vielfachen von 1 :n zu verstehen sind. DemgemaB wird man nach 
einer friiheren Bemerkung aus ^{x) die Summentafel fiir die Halbierungs- 
punkte zwischen den Argumentwerten von 223 (ic) herleiten und daraus 
durch Subtraktion der benachbarten SuminengroBen die Verteilungs- 
tafel, d. h. die Tafel der 2 B(ir) bilden. 

Die Urnenzahl n war bei der vorstehenden Entwicklung keiner 
besonderen Binschrankung unterworfen worden, so daJJ man fiir n 
auch z. B. den Wert Eins annehmen dar£ AUerdings konvergiert 
fur kleine Werte von n die Reihe entsprechend langsam; ebenso 
findet eine Verlangsamung der Konvergenz statt, wenn S grofie Werte 
annimmt, was z. B. sicker eintritt, sobald eine der beiden Zahlen 
Pj q sehr klein ausMlt. In der Regel braucht jedoch die Zahl n 
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keineswegs besonders groB zu sein^ damit eine ausreichend rasche 
Abnahme der Reihenglieder stattfinde. Das ist deswegen von Bedeutung, 
weil ansgedelinte Versncbsreihen mit groBem n niclit immer leicht 
zu bescbaffen sind. Andrerseits ist das Glied mit fixr die Urnen- 
zabl n = looo^ die scbon als ziemlieh groB gelten darf^ nieht immei' 
unmerklicb. Nehmen wir der Einfachbeit balber an, daB die Urnen- 
konstanten pj, zusammenfallen^ und daB demgemaB die Potenzenmittel 
Pg, Pg, . . . verschwinden, so besitzt das Glied die Gestalt 

- jNpqiq —p)H^^s N{q i2)/2^. 

Dies liefert z. B. fiir p = o.i und q == 0.9 den Ausdruck — 0.157 2 \r^g, 
woraus in @(ic) fur das Maximum von ^g das Glied +0.177^^ ent- 
springt. Das gibt fiir 1000 den Wert 0.0056, der nicbt immer 
zu vernacblassigen sein wird. 

Ist n so groB, daB die O-Reihe auf ilir Anfangsglied bescbrankt 
werden darf, so berubt die Berecbnung von um alles tiber- 

sicbtlicb zusammen zu stellen, auf den Gleicbungen 

c = n Bix(x)^^pq — 2fe^str(ir)^=: i, (32.a) 

u^h[x — c)p 2 ®{x) — 1 0 {u). (32.b) 

Diese Pormeln enthalten die sogenannte Poissozsche Verallgemeinerung 
des Satzes von Bernotdli, Der Bernoullisthe Satz selber ergibt sicb, 
wenn die Urnenkonstanten pj^ untereinander und mit p zusammen- 
fallen, wobei die GroBen Pg, . . . verschwinden. Es wird dann 

c = ^{x) ^ Pj n str (x)^ = str {x)^ = i , (3 3-a-j 

u == ^{x — c)p 2®{x) ~ I = 0 {u), (33.b) 

Wir wollen nun auf die Bedeutung dieser Form.eln nocb etwas naber 
eingeben. 

Gewohnlicb erscbeint der BernouUi-Poissonsche Satz in den Dar- 
stellungen der W.-R. als eine Art Jjronung des Gebaudes, d. b. als 
ein AbschluB der allgemeinen tbeoretischen Entwicklungen, und wird 
dabei mit einem gewissen Uberscbwang als das Geset0 der grofien 
Zahlen bezeichnet. Die oben gegebene Herleitung ruckt den Satz 
in die ricbtige Beleuchtung: man erkennt, daB es sicb um einen be- 
sonderen und verbaltnismaBig einfachen Pall einer allgemeinen Be- 
ziehung bandelt, die uber das untersuchte Urnenschema weit hinaus- 
reicbt. 

Bescbranken wir uns zunacbst auf die Betracbtung des Pemot^ZZiscben 
TJrnenscbemas, so lassen sicb an der zugebbrigen Verteilungsfunktion 
folgende Merkmale bervorbeben: i) die Ann*aberung an das einfacbe 
Exponentialgesetz bei wacbsendem n, 2) die Abnabme der Streuung 
bei wacbsendem n, 3) der Umstand, daB die numeriscben Elements 
von S®(rr) scbon durcb das erste unter ibnen, namlicb p = S)(a3), voll- 
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standig bestimmt sind. Die beiden exsten Merkmale werden gewohnlicli 
als besonders wichtig betont; es wird sicl. jedoch zeigen, daB das 
dritte als die Hauptsacbe anzusehen isi Grehen wir nun weiter die 
aufgefiihrten Puntte im einzelnen durcb, so laBt sicL folgendes be- 
merken. 

§ 150. Die Anuaherung an das E.-Gr. liat ilire Quelle in der 
Argumentmiscliung. Wenn man also das immerhin etwas anspruchisvoll 
klingende Wort ^,Gresetz'^ gebraucken will, so hatte der Satz Tiber das 
Yerkalten der Argumentmischungen sicherlich mehr Ansprucb. auf 
eine solche Bezeichnung, als die jBerwowZKscke Formel. Aber selbst 
wenn man sich auf die Betracktung des TJmenscheuias besckranken 
wollte, wiirde der Name „Gesetz^^ dem vollstandigen Ausdruck der 
Funktion SB {x) und nickt dem Anfangsgliede der ®-Eeike zuzusprecken 
sein, denn die Besckrankung auf das Anfangsglied bei kinreichend 
groBem n ist in Wahrkeit dock nur eine Annekmlickkeit fiir den 
Reckner, die sick dieser selbstverstandlick zunutze macken wird, wenn 
die Umstande danach angetan sind. Damit buBt offenbar das Bei- 
wort „gro6" in dem JBermulUsGbiejx Satze erheblick an Bedeutung ein. 

Das zweite Merkmal, namlick die Abkangigkeit der Streuung von 
n, entspringt ebenfalls aus den Eigensckaften der Argumentmisckung 
und kat gesekickilick. eine wicktige, wenn auck nickt gerade gliick- 
licke RoUe gespielt. Bedeutet a eine beliebig kleine aber angebbare 
positive Konstante, so ist die 3 B., daB bei einem Versucke das beob- 
acktete x zwiscken die Grenzen p dz a faUe, durck die Dififerenz 

©(jp + a) “ — a) = 0 {ha) 

gegeben. Diese Differenz gekt mit unbegrenzt wacksendem n gegen 
Bins, weil ja in diesem Falle die GroBe h ebenfalls iiber alle Grenzen 
wackst. Da man nun sagen kanu, daB sick innerkalb eines Versuckes 
der Zufall um so voUstandiger ausgeglicken hake, je naher das be- 
obacktete x sir p liegt, so erkalt man den Satz, daB bei dem be- 
trackteten Urnensckema die „matkematiscke Wakrsckeinlickkeit^^ fiir 
die Ausgleickung des Zufalls mit wacksendem n gegen Eins kon- 
vergiere. Daraus wurde nun unvermerkt der Satz, daB eine solcke 
Ausgleickung bei beobackteten groBen Zaklen mit Notwendigkeit ein- 
trete. Hierbei iibersak man, daB zwei Dinge sckarf zu trennen sind, 
namlick einerseits die von der Erfakrung unabkangige Geltung der 
aus dem Begriflfe der SB-GroBen deduktiv gewonnenen Lekrsatze einer 
rein matkematiscken Haufigkeitsrecknung, andrerseits die nur auf 
induktivem Wege zu recktfertigende Anwendung jener Lekrsatze auf 
beobacktete Vorgange. 

Ubler jedock als die falscke Deutung eines an sick einwandfreien 
Lekrsatzes war der Umstand, daB man, weil in der BernouUischen 
Formel von groBen Zaklen die Rede ist, aus dieser Formel ein rick- 
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tiges Prokrustesbett macbte, in das sicb die Eeiben der Statistik, 
sobald sie nnr recht groBe Zahlen entbielten, nnweigerlich muBten 
einspannen lassen. Der unyermeidlicbe Riickscblag gegen ein der- 
artiges nnkritiscbes Verfabren ist denn anch nicht ausgeblieben. 

§ 151, Die Torhin an dritter Stelle aufgefiihrte Eigenschaft, daB 
bei dem BernouUischen Umenschema die Punktion nur einen 

einzigen nnabhangigen Parameter enthalt, ist erst ziemlich spat in der 
richtigen Weise ansgenntzt worden. Als Erlanterung hierzu kann 
der in § 57 erwahnte Versuch von R, Wolf iiber das Nadelproblem 
dienen. Der Versnch bestand darin, daB eine dunne Nadel 5000 mal 
blindlings anf ein Gitter von aqnidistanten Parallelen geworfen wurde^ 
wobei der einzelne Wurf als weiBer oder schwarzer Zng galt^ je 
nachdem die Nadel eine Gittergerade traf oder nicht traf. Aus den 
gewahlten Abmessungen von Nadel und Gitter folgte zunachst der theo- 
retische Wert p = 0.5093, woraus nach der BernouUischen Pormel mit 
n = 5000 die Streuung gleich 0.0071 gefunden wird. Die Beobachtung 
ergab fiir x den Wert 0.5064, so daB die Abweichung von dem Soil- 
werte 0.0029 betragt und erheblich kleiner als die Streuung ist; man 
darf also sagen, daB Beobachtung und Rechnung gut miteinander 
stimmen, und daB eine weitgehende Ausgleichung des Zufalls statt- 
gefunden hat. Ein solches Ergebnis ist immerhin von Interesse, gibt 
aber, da nur ein einziger Versuch vorliegt, keine Auskunft tiber die 
durchaus nicht liberfliissige Vorfrage, wie weit denn eigentlich die 
einzelnen Nadelwiirfe den Ztigen des BernouUischen Schema gleich- 
gestellt werden durfen. Wenn ferner, wie das bei den Beobachtungs- 
reihen der Statistik der Fall ist, der Wert von p nicht im voraus 
bekannt ist, so fiihrt offenbar der einzelne Versuch nicht wesentlich 
iiber die Angabe des beobachteten x hinaus. Man muB also, um 
mehr zu erfahren, die Beobachtungen anders anlegen oder doch anders 
behandeln, als dies bei den vorhin als Beispiel angefuhrten Zahlen 
geschehen ist. Der Erste, der in dieser Beziehung auf dem Gebiete 
der eigentlichen Statistik planmaBig den richtigen Weg verfolgt hat, 
ist, wie friiher erwahnt wurde, Lexis gewesen. Die Grundgedanken 
seines Verfahrens sind aus der Arbeit zu entnehmen, die wir schon 
einmal (§65 flg.) benutzt haben. Hier genugt es, eines der behan- 
delten Beispiele in unserer Ausdrucksweise zu skizzieren, wobei es 
unwesentlich ist, daB bei Lexis der Gang der Rechnung im einzelnen 
anders verlauft, als im folgenden vorausgesetzt ist. 

Die Geburtenmengen , die wahrend eines gewissen Zeitraums 
innerhalb fester Zeitstrecken, z. B. von Monat zu Monat, und inner- 
halb fester Bezirke registriert worden sind, mogen als Glieder eines 
K.-G. angesehen und entsprechend zusammenfaBt werden; femer werde 
fur jedes Glied dieses K.-G. als Argument x die rH. einer Knaben- 
geburt notiert. Die Umordnung der Urliste liefert dann eine gewisse 
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teobachtete Yerteilung \X{x), zu der man nach irgend einem ziilassigen 
Verfabren, sagen wir dureb direkte Mittelbildung, die ^^beobacbteten'' 
numeriscben Elemente str(;r), D 3 . -^ 4 , - • • anfsucbt. Setzt man 

nun voraus^ daB die eiuzelne Geburt auf das Scbema der Einzel- 
ziehung aus einer TJrne tonstanter Piillung reduziert werden diirfe, 
und laBt man femer die Scbwankungen in der jedem beobacbteten x 
zugrunde liegenden Ziigezabl beiseite, so ist dem beobacbteten 11 (;r) 
eine tbeoretiscbe Yerteilung SB(ir) zuzuordnen, die aus den oben ent- 
wicbelten Pormeln zu entnehmen ist und nur einen einzigen unab- 
bangigen Parameter, namlicb die mit jp bezeicbnete SB. einer Knaben- 
geburt, entbalt. Ist die gemacbte Yoraussetzung zulassig, so muB 
U{x) mit 23(5?) bis auf die Reste unausgeglichener Zufalligkeiten uber- 
einstimmen, sobald in 23(5?) fiir p der passende numeriscbe Wert ein- 
gesetzt wird. Mmmt man nun fiir p das beobacbtete ®(5?) und 
berecbnet daraus die iibrigen Elemente Ton 28(5?), so liefert die Yer- 
gleicbung der beobacbteten und der tbeoretiscben Elemente str ( 5 ?), 

-O 4 ? - . . je ein Kriterium fur die Zulassigkeit des BernouUischen 
Urnenscbemas. Stimmt die Yergleicbung bei alien Elementen in be- 
friedigender Weise, so ist das Scbema zulassig; dagegen ist das Scbema 
als unbraucbbar abzulebnen, sobald aucb nur bei einem einzigen der 
Elemente ein unzulassig groBer Widerspruch zwiscben Beobacbtung 
und Recbnung auftritt. 

Statt die Elemente str( 5 ?), D 3 , D 4 , . . . einzeln zu vergleicben, 
kann man aucb, was in der Regel anscbaulicber ist, ibre Gesamt- 
wirkung ins Auge fassen, indem man, wenn die Streuungen stimmen, 
die zu 11 ( 5 ;) und SB ( 5 ?) geborigen Yerteilungs- und Summenkurven mit- 
einander vergleicbt. 

Das Torstebend skizzierte Beispiel laBt erkennen, daB es fur die 
Sicberheit der TJntersucbung wicbtig ist, die Menge der Yersucbe zu 
steigern, d. b. den Umfang der fiir U(5?) benutzten Kollektivreibe 
moglicbst groB zu machen. Dagegen kommt es keineswegs darauf 
an, die Ziigezabl n, d. b. die Menge der fiir das einzelne 5 ? be- 
nutzten Einzelfalle besonders gi*oB zu wablen. Es genugt vielmebr, 
n nur so groB zu nebmen, daB der Rechner zur Erleichterung der 
Arbeit sicb auf das erste Glied der ^-Reibe bescbranken darf. 
Oder kiirzer ausgedriickt: die Menge der Versuclie ist uiclitiger als 
ihre Lange. 

Weiter erkennt man nun aber aucb, worin der Kern des von 
Lexis befolgten Yerfabrens bestebt. An die Stelle der friiher als 
sdhstverstdndlich hetrachteten AnnaJime, dap man die mit ZufalUg- 
lielten hehafteten Massenerscheinmgen der Statistik ohne weiteres anf 
ein Urnenschema redtmeren durfe^ tritt jetM die Aufgahe, an der Sand 
hestimmter Kriterim die Zulassigkeit jener Annahme jedesmal hesonders 
m priifen. 
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Die von Lexis geforderte Priifung setzt voraus, dafi die notigen 
Kriterien jedesmal auch wirklicli aufgestellt werden konnen. Hierbei 
laBt sicb nun erkennen, welcbe RoUe bei dem BernoulUschen Scbema 
der Umstand spielt, daB das zngeborige 2B(ai) nur einen unabbangigen 
Parameter enthalt. Angenommen, das mit dem beobacbteten U(ir) zu 
vergleichende SlB(ir) entbielte zwei Parameter — sagen wir ^{x) und 
str(ir) — die unabbangig voneinander variieren konnen, dann wurde 
bei der Vergleicbung von Vi{x) und SB(ir) das Kriterium fortfallen, 
das in dem vorbin betracbteten Beispiel durcb die Streuung geliefert 
wird. In der gleicben Weise wurde jeder weitere unabb’angige Para- 
meter die Anzabl der urspriinglicb vorbandenen Kriterien urn eine 
Einbeit vermindern, bis man scblieBlicb an den Punkt gelangt, wo 
die Untersucbung iiber die Zulassung oder Ablebnung des Urnen- 
scbemas mit einem Fragezeicben endigt, da ja die Anzabl der aus 
Vi{x) mit einiger Sicberbeit abzuleitenden Elemente praktiscb stets 
eine begrenzte ist. 

Bei der eingebenderen Untersucbung iiber das Gesclilecbtsverbalt- 
nis der einfacben Geburten gelangt Lexis zu dem Scblusse, daB sicb 
die Beobacbtungen in befriedigender Weise dem Bernoidlischm Scbema 
fiigen. Ein solcbes Ergebnis besitzt oflfenbar, sobald es durcb viel- 
faltige Proben den Rang einer allgemeinen Erfabrung erlangt hat, 
eine Bedeutung, die iiber den Bereicb der eigentlicben Statist] k binaus 
in das Gebiet anderer Wissenscbaften, z. B. der Pbysiologie, iibergreift, 
denn die pbjsiologische Erklarung der betracbteten Massenerscbeinung 
wiirde das Resultat der statistiscben Beobacbtung mit zu beriick- 
sicbtigen baben. Das fiihrt uns zu der Prage, wie weit in einem 
solcben Palle die Annahme einer merklicb konstanten SB. fur die 
einzelnen weiBen und schwarzen Ziige nach Ausweis der Beobacbtung 
nicht nur erlaubt, sondern aucb geboten sei. Denn man bat sicb 
gegenwartig zu balten, daB die Ubereinstimmung zwiscben einer be- 
obacbteten und einer zugeordneten tbeoretischen Verteilung scbon 
dann als vorhanden angeseben wird, wenn die iibrig bleibenden un- 
vermeidlicben Abweicbungen nacb GroBe und Gruppierung aus der 
unvollst'andigen Ausgleicbung des Zufalls erklart werden diirfen. Es 
ist also recbt wobl denkbar, daB zwei sehr verscbiedene Ansatze des 
Urnenscbemas gleich gut mit einer beobacbteten Verteilung stimmen, 
well die beiden tbeoretischen Verteilungen nur geringe Abweicbungen 
voneinander besitzen, Bei der Untersucbung der gestellten Prage 
wollen wir zunacbst auf den in den letzten Betracbtungen beiseite 
gelassenen Poissonschen Pall naher eingehen. 

§ 152. Bei dem Poissonschen Ansatz ist die SB. des einzelnen 
weiBen Zuges nicbt konstant, sondern durchlauft innerbalb des n Ziige 
umfassenden Versucbes die Werte PX7P2? • • • Pn' Dieses Wertsystem 
kebrt von Yersuch zu Yersuch wieder, wobei es allerdings nicbt not- 
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wendig ist, daB die stets in derselben Reihenfolge auftreten. Die 
StreuTing ergibt sicb, wie wir gesehen baben, aus den Gleicbungen 

n str {x)^ ^^pq — Pg? (34-a) 

np = ^Pk, p)% (34-b) 

wobei Pg als das Streunngsquadrat der zu einem K.-G. vereinigten p^ 
angeseben werden darf. Betracbtet man nun den nacb dem JBeTfioulli- 
schen Ansatz aus 

n sir{xY =pq 

berecbneten Bet rag der Streuuiig als den normalen Wert, so wird in 
dem Poissonschen Falle die Streuung notwendig unternormal, weil Pg 
wesentbcb positiy ist. 

Es ist bemerkenswert, daB die wiederkebrende Scbwankung in 
der SB. der weiBen Zuge auf die Streuung dieselbe Wirkung ausiibt, 
die aus einer Verbundenbeit der betracbteten Massenerscbeinung ent- 
springen wurde, Man denke sicb z. B., daB in dem SeTfWullischeyif 
Falle die Ziebungen iiicbt voUig blindlings erfolgten, und daB die 
ziebende Person bis zu einem gewissen Grade die Moglicbkeit besaBe, 
bei jedem Zuge auf das Ergebnis x^p binzuwirken, dann wiirde 
dadureb die Abweicbung der beobacbteten x von p durcbscbnittlicb 
vermindert, also die Streuung auf einen unternormalen Wert gebracbt 
werden. 

Das in (34.a) auftretende Glied Pg kann bewirken, daB str{x) 
beliebig klein und sogar null wird. Wenn z, B. die pj^j was ja nacb 
den Voraussetzungen des Schemas nicbt ausgescblossen ist, teils null, 
teds Eins sind, wenn also jede Urne nur Kugeln von einer Farbe 
entbalt, so liefert jeder Yersucb denselben Wert von x, so daB str(^) 
in der Tat verscbwindet. 

Der Poissonsche Ansatz, der sicb experimentell unscbwer ver- 
wirklicben laBt, kann auch bei natiirlicben Massenerscbeinungen recbt 
wobl vorkommen. Man denke sicb z. B., daB die einzelnen Ziige mit 
konstantem zeitlicben Intervall aufeinander folgen und jabresweise in 
Versucbe znsammengefaBt werden^ ferner sei die SB. des einzelnen 
weifien Zuges von der Jabreszeit — sagen wir von der Lufttemperatur 
— abbangig, dann * wird bei den Urnenkonstanteii wenigstens 
naberungsweise eine periodiscbe Wiederkebr stattfinden, die ibrerseits 
auf einen unternormalen Wert der Streuung binwirkt. Da bierbei, 
wie man sofort iibersiebt, die Abgrenzung der Versucbe nacb voUen 
Jabren wesentlicb ist, so kann man fragen, wie sicb die Sacbe ge- 
staltet, wenn die Ziige in ktirzeren Gruppen, z. B. nacb Halb- oder 
Vierteljabren znsammengefaBt werden. DemgemaB wollen wir im 
folgenden noch ein Urnenscbema betracbten, das man fuglicb als das 
allgemeinste bezeicbnen kann, weil es imgrunde nicbt mebr voraus- 
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setzt, als daJB die Ziige in einer gewissen Reitenfolge geordnet vor- 
liegen. 

§ 153. Das jetzt zu behaiidelnde Schema soil folgendermaBen zn- 
sammengesetzt werden. Gregehen ist eine Urnenreihe, deren Urnen nicht 
wie gewohnlich durch eine einfache Nummer, sondern durch eine 
Doppelnummer (/*, g) imterschieden werden, 'vrohei die Nummer f Ton 
1 bis m, die Summer g hingegen fiir jedes f Ton i bis zu einer ge- 
wissen Ton f abhangenden Zahl n{f) laufen soil, so daB, wenn man 
nach der ersten Nummer gruppenweise zusammenfaBt, die ohne weiteres 
Terstiindliche Grruppeneinteilung 

Gruppe (i) = (i, i) + (i, 2) + • • • + (i, 

Gruppe (2) = (2, i) +[2,2) H h (2, n(2)), 

Gruppe (m) = (m, i) + {% 2) + • * • + (m, n{m)) 

entsteht. Aus jeder Urne wird einmal gezogen, und fur jede Gruppe 
if) als beobachtetes xif) die rH. der weiBen Ziige notiert, die aus 
den Urnen dieser Gruppe stammen. Gesucht wird die theoretische 
Verteilung 333 (ir) zu der KollektiTreihe, deren m Glieder durch die 
Zahlmwerte der x(f) gebildet werden. 

Das angegebene Schema laBt sich, wie man sofort erkennt, aus 
dem Foissonschen Schema ableiten, wenn man Toraussetzt, daB die 
Poissonsche Urnenreihe jedesmal, nachdem ein x beobachtet und notiert 
worden ist, eine gewisse Anderung erleidet, die sowohl die Anzahl 
der Urnen, als auch ihre Piillungen treffen kann. 

Um bei der weiteren Behandlung des Schemas ohne weiteres die 
in der XIV. Vorlesung entwickelten Satze iiber die SCschung Ton 
Verteilungen heranziehen zu konnen, woUen wir zunachst statt der 
Gruppennummer f den Index y durch die Gleichung y==^fim ein- 
fiihren, so daB fiir y als zulassige Werte die Briiche 

I : m, 2 : m, . . . m :m 

in Betracht kommen. Entsprechend soil n^ statt n{f) die Umenmenge 
in der mit dem Index y bezeichneten Urnengruppe bedeuten. Weiter 
woUen wir uns, statt Ton den x{f) auszugehen, an den Umstand 
halten, daB die Beobachtung m Argumentpaare (x, y) liefert, deren 
zweiter Bestandteil den Gruppenindex y bedeutet, 1 v"ahrend der erste 
Bestandteil x die rH. der weiBen Ziige anzeigt, die aus der Urnen- 
gruppe y herriihren. Diese Auffassung filhrt uns zu einer aus m Gliedem 
bestehenden KoUektiTreihe, der eine gewisse, Ton den zwei Argumenten 
X, y abhangende Verteilung Xl(£i 7 , y) zukommt. Dazu kommen dann 
noch die aus Vi[Xjy) abgeleiteten Verteilungen, die wie friiher durch 
die Symbole tl(rc), Vi(y) und U(a;)y angezeigt werden sollen. Hierbei 
ist die Verteilung Vi{x), die die Argumente x ohne Rdcksicht auf die 
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gleichzeitigen Werte Yon y zusammenfafit, nichts anderes als das ge- 
sucihte da sich ja SB (a;) nur auf die ZaUenwerte der x{f), ohne 

Berucksiehtigung der Gruppennummer, beziehen sollte. Femer gibt 
U(?/) die Verteilung der y, ohne EQcksieht anf die gleichzeitigen 
Werte von x, an. Da nun innerhalb einer Versuchsreihe die m zu- 
lassigen Werte des Index y immer gleich oft, namlich je einmal, auf- 
treten, so hat der Ausdruck U(j/) fttr jedes y denselben Wert, ist 
also, da die Summe der einzelnen gleich Bins sein muB, gleich 
I : m. Infolgedessen wird der nach U(2/) genommene Durchschnitt 
irgend einer von y abhangenden Punktion T{y) gleich dem arithme- 
tischen Mittel aus den Tljf), d. h. man hat mit der fruher benutzten 

Schreibweise , , -ei ^ ^ 

® [ 2 %)] = S T{y ) : m. ( 35 ) 


Der Ausdruck Vi{x)y endlich, der die Mischungsbestandteile fiir 11 (a;) 
liefert, stellt die Yerfceilung dar, die dem Argument x bei fest- 
gebaltenem y zukommt. Diese Yerteilung ergibt sicb. aber, wenn wir 
die SB. des weiBen Zuges fiir die Time [my, g) mit p(g)y bezeiehnen, 
unmittelbar aus den Pormelu des Poissonschen Scbemas, sobald wir 
der Redinung die GrbBen 


zugrunde legen. Sind solchergestalt die U(a;)j, festgelegt, so ergibt 
sich daraus das gesuchte U(«;) nach § 1 1 1 auf Grund der Mischungs- 
gleichung 


U(a;) 


V ^ 


d. b. U(ir) ist bier das aritbmetiscbe Mittel der m Verteilungen Vi[x\, 
Bei der weiteren Recbnung fubren wir nocb die reziproken Werte 
der viy und ibr Mittel durcb die Gleiebungen 

? = ( 3 &) 


ein und bebandeln zuuacbst den Argumentdurcbscbnitt und die Streuung 
von U(ic). 

Zu Xi[x)y gebort der friiber mit bezeicbnete Argumentdurcb- 
scbnitt, der jetzt nacb dem Poissonschen Schema gleicb dem aritbme- 
metischen Mittel der p(jg)y wird, das mit p^ bezeicbnet werden soil. 
Man erbalt also 


und damit 


Vv = S ZyJ) (sr)y , 


( 37 ) 


Daraus folgt nach § 112 fOr den zu U(«) gehorigen Durchschnitt, den 
wir hier mit jp bezeichnen wollen, 


i> = ®(«) = y («y) = y (jpy) = ® E hP^)y]- 


(38) 
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Der zu Vi{x) gehorige Argumentdurclischnitt ist also das mit den Ge- 
wiehten genommene Mittel sHler wobei die ly nach (36) gleicb 

den reziproken Langen der einzelnen Zuggruppen sind. 

Die zu einem gegebenen y geborenden jp besitzen eine Streuung^ 
deren Quadrat mit Fy bezeicknet werden moge^ so daB 

(39) 

mrd. Setzt man femer 

%='>--Py, 2 = 1— P, 

so wird nach der Poissonschm Formel die zu Vi{x)y gehorige Streuung 
Sy aus 

'»'ySl—Pyqy-Py OdOr ^ lyijPy^y - Py) (4O) 

gefunden. Ferner gehort zu den Py eine Streuung, deren Quadrat C 
beiBen moge und durcb 

c^^[{Py-pn (41) 

gegeben ist, Damit erbalt man nacb § 112 (36) fiir die zu Vi{x) ge- 
borende Streuung str(ir) die Gleicbung 

Str(ir)^ = C + ®(SD = CJ + ^[lyPyQy - lyPy]. (42) 

Zur XJmformung dieser Beziebung fiibren wir nocb den Ausdruck 

(43) 

ein, der sicb aucb in der Gestalt 

L^%[{ly-T){i-Pygy)] 

scbreiben^laBt, woraus wegen (36) 

L=m{jgyqy)-%[lyPyqy) 

folgt. Setzt man nun die Identitat 

Pyiy^Pg + ( 2 -P){Py — P) - iPy - P? 

an und nimmt dayon den Durcbscbnitt nacb y, so wird wegen (38) 
und (41) 

L = lpq — lC — %g,yPyqy) . (44) 

Blimiuiert man hiermit die S-GroBe aus (42) und setzt noch 

MyPy) = IP, (45) 

SO entstebt 

str (pf = Ipg — ?)(7 — i — IF, (46) 

worin F offenbar das mit den Gewicbten ly gebildete Mittel der Fy ist. 

§ 154. Bei den zu Vi{x) geborenden Gleicbungen (38) und (46) 
woUen wir steben bleiben, da die tibrigen numeriscben Elemente von 
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11(0?) auf ziemlich. verwickelte Ausdriicke fiiliren^ in denen die hoheren 
Potenzmittel der Differenzen 

PiS)y-Pv Pv—P 

auftreten. Bei der weiteren Erorterimg der gefundenen Formeln 
diirfen wir uns xiberdies auf (46) beschrankeri; da der iu (38) ge- 
gebene Ausdruck fiir ®(£u) zu keiner besondern Bemerkung Anlafi 
gibt. Fallen die Werte der SB-GroBen piff)^ untereinander und folge- 
weise aucb mit den und p zusammen, so verschwinden die GroBen 
C, Lj P und man erhalt 

sir{xY^lpq. (47) 

Wird diese Formel^ die sick you dem Bernoullischen Schema nur durck 
die Bedeutung des Faktors I untersckeidet, aknlick wie friiker als 
Vergleicksnorm genommen, so stellen die you G, L und P abkangen- 
den Terme Abweickungen Yon der ISTorin dar. Sind die GroBen^(^)^ 
Yon Zug zu Zug Yeranderlick^ jedock so, daB die Py zusammenfallen, 
so versckwinden C und L, wakrend die Py und folgeweise auck P 
sicker Yon Null versckieden sind. Die Streuung str(a;) wird dann 
offenbar untemormal Sind andrerseits die 'p( 3 )y innerkalb der einzelnen 
Zuggruppen konstant, wakrend die Py you Gruppe zu Gruppe sckwan- 
ken, so Yersckwinden die Py nebst P, wakrend G sicker you Null 
versckieden ist. Die Streuung wird dann sicker tibernormal ausfallen, 
sobald die Gruppenlangen iibereinstimmen oder dock nickt stark 
auseinander geken, denn in einem solcken Falle wird L versckwinden 
Oder dock wenigstens auf Heine Werte besckrankt bleiben, da ja L 
Yon den Sckwankungen der ly abkangt. 

Denkt man sick nun weiter nock die versckiedenen tJbergange 
zwiscken den soeben betrackteten Grenzf alien kerangezogen, so erkennt 
man, daB das Yerkalten von str(rr), je nack der Gruppierung der 
GroBen p(g)y, eine groBe Mannigfaltigkeit bieten wird. So kann es 
im besondern vorkommen, daB die Streuung trotz nickt konstanter 
p(g)y den normalen Wert annimmt, indem sick in (46) die von G, L 
und P abk'angenden Terme gegenseitig aufkeben. Ein solckes Schema 
wird z. B,, wie kier nock gezeigt werden soil, erkalten, wenn man fur 
ein unendlickes m und fiir zusammenfallende riy die p(g)y in der 
Reihenfolge der Ziige unter Innekaltung eines gewissen Verteilungs- 
gesetzes nack Zufall variieren laBt. Ist kierbei n der gemeinsame 
Wert der ny und demgemaB Z = i : w, so versckwindet zunackst der 
Ausdruck L. Da ferner unter der gemackten Voraussetzung die n 
Werte p{g)y einer Zuggruppe als ebenso viele beobacktete Argument- 
werte einer dem Gesetz SS unterworfenen Kollektivreike aufgefaBt 
werden durfen, so ersckeinen die einzelnen als beobacktete Argument- 
durckscknitte von 95 , und man kann die Streuung dieser Durckschnitte 
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sofort nach § 126 (ig) bereclmen. Man erkalt danacli, wenn $ die 
Streuung Ton SS bedeutet, fiir das Streuungsquadrat G der den 

Ansdruck 

C^lsK (48) 

Andrerseits ist jetzfc jedes ein an n Griiedern beobachtetes Stremings- 

quadrat von SS, folglich ist das ans unendlich vielen P^ genommene 
Mittel P nach § 127 (21) durch deh Ansdruck 

(49) 

gegeben. Damit nimmt aber (46) die Grestalt 

8 tT(xY^lpq (50) 

an*, w. z. b. w. 

Der vorstehend betrachtete Pall ist selbstverstandlich nicht der 
einzige, der bei veranderlichen p{g)y eine normale Streuung zu liefern 
vermag. Ferner laBt sich bei dem Spielraum, den die Wahl der 
p{g)y bietet, leicht ermessen, daB auch bei den Koeffizienten Pg; P4, ... 
der zu U(a?) gehorigen ^-Reihe trotz veranderlicher p(g)y merldicli 
normale, d. h. mit dem Bernoullischen Schema geniigend stimmende 
Werte zustande kommen konnen. Hiernach wird die oben auf- 
geworfene Frage nach den Kriterien fur die Zulassigkeit des ge- 
nannten Schemas dahin zu beantworten sein, daB der befriedigende 
AnschluB einer eimelmn beobachteten Verteilungskurve Vi{x) an die 
BernoulUsche Formel nicht von vorherein die Veranderlichkeit der 
pig)y ausschlieBt, weil ja die tTbereinstimmung auch durch eine be- 
sondere Konfiguration der nicht konstanten j9-GrroBen erzeugt worden 
sein kann. Anders liegt allerdings die Sache, wenn sich der AnschluB 
an das normale Schema von einer Versuchsreihe zur andern wieder- 
holt, denn es ist fur gewShnlich nicht sehr wahrscheinlich, daB Kon- 
figurationen der erwahnten Art standig auftreten. Man wird damit 
wieder auf die friihere Bemerkung gefiihrfc, daB die Menge der Ver- 
suche wichtiger ist, als deren Lange. 


Achtzehnte Yorlesung. 

Schema fur seltene Ereignisse nnd fur Gruppen. 

§ 155. LaBt man in den Pormeln (22) bis (31) der letzten Vor- 
lesung bei festgehaltener Urnenzahl die Werte von p oder g gegen 
Null gehen, so ergibt sich, daB schlieBlich die 0-Reihe unbequem 
langsam konvergiert, sobald der Wert des Produktes npg unterhalb 
eines Betrages von wenigen Einheiten liegt. Wenn nun auch hierbei 

Bruns, Walxrscliemliclikieitsrechnung. 14 
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die Ausdrucke fur die numerischen Elemente ihre Bedeutung als 
ckarakteristische Bestimmungsstiieke der betracliteten Verteilung be- 
halten, so ist es doch -wunschenswert, fttr solcbe GrenzfaEe nicbt blofi 
auf die Benutzung der ®-Reibe angewiesen zu sein. Desbalb wollen 
■wir die gauze Untersucbung noobinals aufuehmen und dabei zunachst 
die SermuUisehe Foriuel auf demjenigen Wege herleiten, der seitber 
Torzugsweise bierzu benutzt worden ist. 

Der Deutlicbkeit balber werde zuerst die Aufgabe, um (be es sicb 
bandeltj wiederbolt. Gegeben siud w Emeu, niit ilbereiiistiiiinieiideii 
PiiUuugeii; n Zflge, je einer aus jeder Ume, bilden zusammea einen 
Yersucb; fur jeden Versucb wird als beobacbtetes X die rH. der ge- 
zogeueu weiBeu Kugeln notiertj gesucbt wird die zu x geborige tbeo- 
retiscbe Veirteilung SB((r) fur den Pall eines grojim n. 

Ist fiir den einzelnen Zug 

SQ3 (weiB) = j), SB (scbwarz) = q, p + q = h 

BO ergeben sicb die einzelnen SB((r) als die Glieder der binomiscben 
Reibe fur (i) + qY, und zwar wird mit der Abkttrzung y = i — x 

SB(a:) = : [(wu;)! (%«/)!]. (0 

Wir untersucben nun zunacbst den Verlauf von SB (a:), soweit er sicb 
unmittelbar aus (i) ablesen iSfit, indem wir zugleicb die grapbische 
Darstellung von SB(a!) durcb die zugebSrige Verteilungskurve beran- 
zieben. Hierbei soli vorlaufig vorausgesetzt werden, daB weder p 
nocb q klein seien, daB also neben w aucb die Produkte np und nq 
groBe Werte besitzen. 

Setzt man in (i) fiir nx nacbeinander die Zablen o, i, ... n eiii, 
so erbalt man die Reibe der in Betracbt kommenden SB (a?). In dieser 
Reibe dividiere man jedes Glied durcb das vorbergebende, so dafi die 
Reibe der Quotienten 

^(i») = SB (fl! : SB(a;) = pny : [q{nx + i)] ( 2 ) 

entstelii Die Q{x) nehmen mit wachsendem x bestandig ab; ferner 
ist der erste Quotient gleicb also groB und Yon der Ordnung 

der Zabl andrerseits ist der letzte Quotient gleich also klein 

und Yon der Ordnung der . Zatl i : n, Danacb zerf allt die Reibe der 
Q{x) in zwei Abscbnitte: im ersten Abscbnitte sind die Quotienten 
durcbweg groBer;, im zweiten durchweg kleiner als Bins. Die Grenz- 
scbeide liegt an der Stelle, wo Q{x) durcb Bins bindurcbgebt oder 
nx den Wert np — q uberscbreitet. Infolgedessen Yerlauffe die Ver- 
teilungskurYe anfangs bestandig steigend bis zu einem Maximum bin^ 
um nacbber bestandig zu sinkeu; das Maximum selber findet in der 
TJmgebung der Stelle x statt. 

Um liber den Abfall der Kurve zu beiden Seiten des Maximums 
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eine genauere Vorstellung zu gewinnen^ hetracliten wir zunachst ein 
numerisches Beispiel. Es sei 

n = looo, = g = 0.5, 

wahrend far x die Werte von ir' = 0.600 bis x"' ^ 0.610 gesetzt 
warden sollen. Man erbalt dann 

Q{o.6oo) == 400:601, ^(0.609) = 391:610, 

so daB der Quotient der gleich dem Produkt der 

zwiscben x' und x" auftretenden Q{x) ist, sicber kleiner wird als 

(400:601)^® = 1:58. 

Die Ordinate S[S(^") ist also kleiner als der 58-ste Teil von S!S(ir'). 
Da sick nun diese Betracbtung fur andere Werte der GroBen n, jp, x 
mit ahnlichem Erfolge wiederholen laBt, so gelangt man zu dem Er- 
gebnis, daB die SB(ir) scbon in maBiger Entfernung vom Maximum 
auf ganz unmerkliche Betrage berabsinken, daB sicb also die Haupt- 
masse der nacb dem Gesetze ‘S&{x) verteilten x in eine kleine Strecke 
zu beiden Seiten des Maximums zusammendrangt. Ftibrt man dem- 
gemaB siatt x und y die neue Veranderlicbe ii durcb die Gleicbungen 

u = h{x (3) 

+ y-=q- ( 4 ) 

ein, so darf man sicb nacb dem Gesagten, so lange nur jene Haupt- 
masse der x untersucbt werden soil, auf maBige Werte von u be- 
scbranken, da ja das Maximum von ^(&{x) bei der Stelle x=p oder 
^t = o liegt. 

§ 156. Nacb den vorstebenden Bemerkungen formen wir jetzt 
den Ausdruck (i) um, indem wir die in § 29 (29) gegebene Dar- 
stellung der Funktion 77 (X), namlicb die Gleicbung 

log n{X) = X log X -- X + I log (2^X) + jr (5) 

beranzieben, in der das Glied J mit wacbsendem X gegen Null gebt. 
Bildet man nacb (i) den Logaritbmus von SB (a;) und setzt darin nacb 
(5) die Ausdriicke fiir die Logaritbmen von nl^ {nx)l xind {ny)l ein, 
so ergibt sicb eine Gleicbung von der Gestalt 

log 3 B(a?) -= nx{logp — logo?) + nyQ,ogg — logy) 

^Llog{xy) + K+N, 

wo unter K alle nacb x konstanten Glieder zusammengefaBt sind, 
wabrend N nur solcbe Bestandteile entbalt, welcbe bei festgebaltenen 
Werten von p, q, x, y far ein unendlicbes n verscbwinden. Fubrt 
man dann statt x und y nacb (3) und (4) die Veranderlicbe u ein 
und entwickelt nacb Potenzen von w, so wird 

\og^{x) ^ ^ + K' + W, 


u 
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wo K' luid N' eine almliclie Bedeutung liaben, wie vorhin K und JV. 
Unterdriickt man N', so erhalt man ^{x) in der Gestalt 

S 23 (aj) = exp (— 

wo A eine gewisse Konstante bedentet. Damit ist man in Wahrheit 
bereits bei dem einfacben E.-G. angelangt, und es wurde, um die 
JBernoulUsche Formel zu erbalten, nur noch notig sein, den ITbergang 
von der Yerteilung SB (re) auf die Summenfunktion und entsprechend 
von exp (— y?) auf die Funktion ^ auszufubren. Wir wollen uns 
jedocb niebt dabei aufhalten, weil das Yorstebende nur ausgefiihrt 
worden ist, um der YoUstandigkeit balber eine Yergleicbung des 
berkommlicben Yerfabrens mit den Metboden der letzten Yorlesung 
zu geben. Der bier skizzierte Weg laBt sicb, wie nocb bemerkt 
werden mag, durcb gewisse Kunstgriffe in eine ziemlicb elementare 
Gestalt bringen und ist dann da sebr gut am Platze, wo man ab- 
sicbtlicb auf ‘die Benutzung weiter gebender analytiseber Hilfsmittel 
verziebten will. Mit Rticksiebt darauf ist denn die Bernoullische Formel 
gelegentlicb aucb geradezu als „Binomialsatz^^ bezeiebnet worden. Im 
iibrigen erkennt man, daB es einigermaBen sebwierig sein wurde, auf 
dem betraebteten Wege das Bildungsgesetz der in der BernoulUschen 
Formel vernacblassigten Glieder in iibersicbtlicber Gestalt darzustellen. 

Da vorlaufig vorausgesetzt worden war, daB np dieselbe GroBen- 
ordnung wie n besitze, so ist jetzt zu untersueben, wie sicb 333(^1?) 
umgestaltet, wenn np niebt mebr groB ist. LaBt man nun bei fest- 
gebaltenem n die GroBe p abnebmen, so riickt in der vorbin be- 
traebteten Yerteilungskurve das Maximum nacb der Stelle bin 

und fallt scblieBlicb in die erste Ordinate, sobald der erste Quotient 
Q{x) Oder der Brucb np\q^ kleiner als Eins geworden ist. Hierbei 
bleibt aber die Bemerkung tiber den Abfall der Kurve SlB(ir) besteben, 
d. b. die Hauptmasse der x drangt sicb wiederum in der Umgebung 
des Maximums zusammen. Bildet man daber 

a 

np == a, 2 = 1 nx^z, n--nx = n — z 

und setzt fur a maBige Betrage voraus, so sind nacb dem Gesagten 
bei der auf ganze Zahlen besebrankten GroBe z ebenfalls nur maBige 
Werte zu bertieksiebtigen. DemgemaB setzen wir nacb (i) und (5) 
unter Yemacblassigung des Bestandteiles J in (5) die Gleicbung 

log 3 B(ir) = n log n — n + \ log (2 icn) 

— {n — 0) log {n — 0) {n — 0) ^ l-log 2 %0) 

+ g\Qg± + {n-g ) log (i - - log n{g) 

an und entwickeln darauf die Ausdriicke 
log (w - s) und log 
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naeh Potenzen von 0 und a. Daraus ergibt sich, wenn die fur ein 
unendliclies n verscliwindenden Glieder unterdriickt werden^ nach der 
notigen Reduktion 

log SB (a?) = log a — a — log Ilip). 

Bezeiclinet man noch, da kein MiBverstandnis zu befurcliten ist, die 
Yerteilung von z kurz durch so wird 

SB { 8 ) = : [n{ 8 ) exp a \ , (6) 

wo 8 die Menge der bei dem Versuche gezogenen weiBen Kugeln be- 
deutet. Die vorstebende Gleicbung enthalt das Urmnschema fm seltene 
Ereignisse und ist im Falle eines kleinen p an die Stelle der Bernoulli- 
schen Naberungsformel zu setzen. Es laBt sicL. nun zeigen^ daB die 
gefundene Gleicbung* auch nocb besteben bleibt^ wenn man den 
JPoissonschen Urnenansatz statt des Bernoullischen zugrunde legt. 

§ 157. Wenn die gegebenen TJrnen ungleicbe Piillungen entbalten, 
so sei wieder wie friiber fur den einzelnen Zug aus der /c-ten TJrne 

SE 3 (weiB) -= Pj^., SB (schwarz) = qj^, Pk + Uk^^- 

Ferner bedeute 8 die Menge der bei einem Yersuobe gezogenen weiBen 
Kugeln und SB(^) die tbeoretiscbe Yerteilung der 8 . Dann bestebt, 
wie wir aus § 147 (10) wissen, die nacb SB(;^) gebildete Durcbschnitts- 
gleicbung 

S)(m*) = (Mi>i + qi){up 3 + 22) • • • (mA + sj- (7) 

Die Pf. sollen. jetzt kleine Zahlen von der GxoBenordmmg i : w sein. 
DemgemaB setzen wir 

= wa==S%, 

WO der Yoraussetzung nacb die % und ihr aritbmetiscbes Mittel a 
auf mafiige Betrage bescbrankt bleiben. Entwickelt man nun die 
Logaritbmen 

log im + 2*) == log [i + %] 

nacb Potenzen von — i und summiert darauf die entstebenden 
Reiben nacb so nimmt das erste Glied der Summe die Gestalt 
a{u — i) an. Das zweite Glied, das wir ebenfalls berticksicbtigen 
wollen, scbreiben wir in der Gestalt — NA{u — i)^, wo 

N==^i:n, zAn^^^al 

ist, und A die GroBenordnung von besitzt. Die iibrigen Glieder 
vemacblassigen wir und erbalten 

log®(^^*) == a{u — i) NA{u — i)®, 

® == exp {au — a) • exp (— NAu^ + 2 NAu — NA), (8) 
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Setzt man die Reilienentwicklung 

exp {au — a) = ^(o) + w{i)u + w{2)u^ H ( 8 .a) 

an, so wird fiir = o, i, 2, . . . 

w {z) ^ a^:[ 0 l exp a ] . (9) 

Beachtet man nun, dafi 

^(u^) ^ 2B(o) + SB(i)w + 28(2)^^2 + . . . (g.a) 

ist, und unterdriickt zunaclist in (8) die von ^ abkangenden Glieder, 
so entsteht die fiir hinreicbend groBe n gentigende Naberung 

"liSiz) =- w{z)y ( 10 ) 

die mit (6) ubereinstimmt, nur daB jetzt a das aritbmetiscbe Mittel 
aus den fiir die einzelnen TJrnen geltenden aj^ bedentet. Beriicksicbtigt 
man in (8) dagegen nocb die Gbeder, die nacb N von der ersten 
Ordnung sind, so erbalt man aus (8) 

S) (u=) = exp {au — a) [i — NAu^ + 2 NAu — NA], 

Oder, wenn man fiir den Exponentialfaktor die Reibe ( 8 .a) einsetzt, 
[^(o) + w{i)u H ] *[i — NAu^ + 2 NAu — NA\, 

Entwickelt man nun recbts nacb u und vergleicbt mit der in (g.a) 
angesetzten Reibe fiir so ergibt sicb 

^{0) = w{z) — NA{w{z) •— 2 w{z — i) + w{z — 2)]. (ii) 

Der Gebraucb dieser Formel wird offenbar wesentlicb erleicbtert, wenn 
man iiber Tafeln verfiigt, die den Wert von w{z) mit den Argumenten 
z und a unmittelbar zu entnebmen gestatten. 

§ 158. Kebrt man wieder zu der abgekiirzten Pormel (lo) oder 
dem Ansatze JV = o zuriick, so folgt aus (8) 

S) {u^) = exp {au — a). (12) 

Dififerentiiert man diese Gleicbung wiederbolt nacb u und setzt darauf 
= I, so wird 

®[j^] = a, 

SD[^(; 2 ? — 1)] = a^, 


usw. 

Die Summe der beiden ersten Gleicbungen liefert 

^{z^ === <3^ + 

Da nun allgemein str ist, so erbalt man fur die 

beiden ersten numeriscben Elemente von w{z) die Ausdriicke 

® {z) == a, str {zf = a. (13) 
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Die Gleictung (lo), die sich bei Poisson (Becherches sur la pro- 
balilite des jugemmfs S. 206) jBudet, enthalt die fur seltene Ereignisse 
zweckmaBige Urogestaltung des in § 149 (32) gegebenen Poissonschen 
Umenschemas. Bs ist bemerkenswert, daB iv{ 8 ) nur einen einzigen 
Parameter enthalt^ indem die tibrigen in tatsachlicb vorkommen- 
den Parameter nur in solchen Gliedern auftreten, die fur ein bin- 
reicbend groBes n unmerklicb werden. Tafeln fiir w{^) finden sicb in 
einer Untersucbung von L. von BorfJcewitsch „Das Gresetz der Tdeinen 
Zahlen“ (Leipzig 1898). Ebenda sind aucb Vergleicbungen mit ver- 
scbiedenen bierber geborenden Beobacbtungsreiben^ z. B. Tod durcb 
Unfall Oder Selbstmord, ausgefubrt; die dabei auftretenden Wider- 
sprticbe zwiscben Beobacbtung und Recbnung verlaufen im allgemeinen 
befriedigend und sind in einzelnen Fallen sogar iiberrascbend klein. 

Gebt man nocb zu der in § 153 bebandelten Erweiterung des 
Poissonschen Urnenscbemas tiber und bezeicbnet mit die Ver- 

teilungsfunktion, die zur /-ten Urnengruppe gebort^ so ist die Funktion 
die aus der Zusammenfassung der m betracbteten Umengruppen 
entspringt, gleicb dem aritbmetiscben Mittel der also 

i) + S 23 (; 8 ?, 2) -\ 1- m). (14) 

Bedeutet den Argumentdurcbscbnitt zu 323 so erbalt man fur 
die beiden ersten Elemente von S 23 (^, /*) nacb (13) die Ausdriicke 

® (^) = ap str {zY = a^. 

Ist ferner a das aritbmetiscbe Mittel der und G ibr Streuungs- 
quadrat^ also 

SO ergeben sicb fiir die beiden ersten Elemente der gemiscbten Ver- 
teilung ^{z) nacb der Miscbungsregel die Ausdrticke 

= Btr{zy^a + C, (15) 

Die Streuung wird also tibernormal^ sobald die ungleicb sind. 
Dieses Brgebnis batte man tibrigens aus § 153 (46) aucb direkt durcb 
einen Grenzubergang berleiten konnen. 

§ 159* Wenn a sebr klein ist, so wird, wie bereits bemerkt 
wurde, die #-Eeibe fiir die numeriscbe Recbnung ungeeignet. Sie 
wird jedocb wieder benutzbar, sobald der Wert von a einige Ein- 
beiten iibersteigt,* desbalb mogen bier nocb die ersten D-Koeffizienten 
der Verteilung w{z) abgeleitet werden. 

Formt man die Beziebung 

^ exp {au ti) 
vermittelst der Gleicbungen 

2 ah^ =1, u = exp (— 2 hv) 


(16) 
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um, so entstett zunaclist 

® [exp (— 2 'bzv)\ = exp [a exp (— 2 Iv) — a] . 


Entwickelt man anf der rechten Seite innerlialb [ ] nacli v und setzt 
fiir den Angenblick 


A === exp [— 2 ahv + 


JB = exp 1^— 


2-3! 


5 ^( 21 ?)^ 

2.4! 


&3(2t?)? 

2-5! 


so wird unter Beacbtung der Beziehnng zwischen a und & 
2) [exp (— 2 l^v)] = A-B, 


Ziekt man jetzt den Faktor A auf die andere Seite und fiibrt das 
Hilfsargument 

u^'b{0 — a) 


ein, so entsteht 


B = ® [exp (— 2 UV ~ v^] == S® [9fi(^t)J(2v)^. 

p ^ 


Man erbalt also sofort die gesuchten D-Koeffizienten, wenn man B 
nach Potenzen von zv entwickelt. Damit wird 


Dq = I; Dj = O, Dg = o, 

1 2 Dg = - 431)4 = (1 7.a) 

2401)5=- -6^^ i 44 oDg = &^ + 56l (ly.t) 

Da und JD^ verschwiuden, so sind a und h die normalen Werte 
der sonst mit c und h bezeicbneten Parameter. 

§ 160. AnscblieBend an die Betrachtung der Yerteilung seltener 
Ereignisse soli jetzt nock die Prage der sogenannten Sequenzen be- 
kandelt werden. Man denke sick, daB aus einer Time, die weiBe und 
sckwarze Kugeki entkalt, fortlaufend unter jedesmaliger Zuriicklegung 
der Kugel gezogen werde, und daB far den einzekien Zug 

SB(weiB) =-jp, S 18 (sckwarz) = q 

sei. Denkt man sick ferner zunackst die Reike der Zugnummem 
I, 2, . . . kingesckrieben und darauf jede Zugnummer durck den Buck- 
staben p oder q ersetzt, je nackdem der betreffende Zug eine weiBe 
Oder sckwarze Kugel zum Yorsckein brackte, so wird auf diese Weise 
die beobacktete Zugreike samt ikren Farbenfolgen und Farben- 
weckseln iibersicktlich durck eine aus den Zeicken p und q zusammen- 
gesetzte Buckstabenreike dargestellt. Greift man aus dieser Reike r 
aufeinander folgende Buckstaben keraus, so erkalt man eine r-gliedrige 
Zuggruppe, die kurz mit Q{r) bezeicknet werden moge. Hierbei kann 
es dann vorkommen, daB die betracktete Gruppe Kugeln von nur einer 
Farbe entkalt. Tritt dieser Fall ein, so wollen wir die Gruppe als 
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eine Sequem S{r) bezeiclierL. Die SB. fiir das Eintreten einer solcben 
Sequenz ist offenbar oder je nachdem es sicL. dabei um weiJBe 
Oder schwarze Kugeln bandelt. 

Nimmt in der Sequenz 8 {r) die Gliederzahl bestandig zu, so 
nimmt iih zugehorige SB. bestandig ab. Dasselbe gilt aber auci. fur 
jede Gruppe G{r), sobald man darin fur die Bucbstaben p, q eine 
iestimmte Reihenfolge vorscbreibt.* Wenn z, B. p =- q ^ 0.5 ist, wie 
das u. a. fur das Spiel „Bild oder Sclirift^^ bei normaler Beschaffen- 
lieit der geworfenen Miinze zutriflft, so ist fiir jede Gruppe Cr{r) mit 
vorgeschriebener Anordnung der Bucbstaben der Wert der SB. ebenso 
groB wie fur die Sequenzen S{r)j namlicb gleich 1:2^. Es bestebt 
also nacb den Ansatzen der W.-R. zwischen den G{r) und S{r) kein 
wesentlicber Unterscbied. Diese Gleiehstellung ist nun aber nicbt 
unangefocbten gebliebeu. In den Scbriften Yon Alembert begegnet 
man an verscbiedenen Stellen dem Versucbe, die These zu erbarten, daB 
die 8 {r) oberhalb eines gewissen r zwar logisch moglich, dagegen 
physisch unmoglich seien, und daB man solche Sequenzen, wie man 
sie bisher iiicht beobachtet babe, aucb in Zukunft nicbt beobaebten 
werde; [vgl. beispielsweise die Ausfubrungen von dAlemhert in Tome II 
(Seite 10) seiner „Opuscules onatliemaUq%tes^‘ (Paris 1761)]. Da er die 
pbysiscbe Moglichkeit Yon Gruppen G{r), welcbe die Bucbstaben p, q 
in Yorgescbriebener Anordnung gemischt entbalten, nicbt leugnet, 
sondern einfach beiseite laBt, so lauft seine These offenbar darauf 
binauB, daB den Sequenzen eine grundsatzlicb andere Stellung zuzu- 
weisen sei, als den „gemiscbten^^ Gruppen. Diese Anscbauung ist nun 
in der Folgezeit bis Yor kurzem immer abgelebnt worden, und konnte 
aucb garnicbt zugelassen werden, so lange man nicbt die Grund- 
Yoraussetzung aller Entwicklungen der W.-R., namlicb die TJnabbangig- 
keit der einzelnen Ziige des Urnenscbemas, aufgeben wollte. Man muB 
also, wenn man einmal die Ansicht d'Alemberts ernstbaft diskutieren 
will, jene Voraussetzung fallen lassen und darauf zurttckgreifen, daB 
die stets angenommene IJnabbangigkeit im strengsten Sinne des Wortes 
tatsacblicb nicbt Yorbanden ist, und daB infolgedessen zwiscben den 
Urnenzllgen oder — um einen weniger scbematiscben Pall zu nebmen 
— beispielsweise zwiscben den einzelnen Wtirfen bei dem Spiel „Bild 
oder Scbrift^^ eine gewisse Verbundenbeit besteben konne, die gegen 
das Auftreten der boberen Sequenzen wirkt. Da man nun aber den 
Verlauf der Verbundenbeit, wenn man sie einmal zulaBt, nicbt kennt 
und deshalb ibre Wirkungsweise nicbt matbematisch Yerfolgen kann, 
so bleibt nur der Weg des Experiments iibrig, um zu priifen, ob die 
tatsacblicbe Haufigkeit der boberen Sequenzen binter den Betragen 
zuruckbleibt, die aus dem ublichen Ansatz der W.-R. entspringen. 
Diesen Weg bat K. Marbe in einer Abbandlung ,yNaturphilosqphisc 1 ie 
Untersuchungen mr WahrscheinlichJceitslehre“ (Leipzig 1899) betreten, 
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mit der ausgesprochenen Absicht^ die Meinung von dfAlemhert wieder 
zn Ebren zu bringen. Marie ziebt bierzu die Aufzeicbnungen liber 
rundj 80000 ausgefiibrte Ronlettespiele beran und glaubt durcb seine 
Recbnnngen den von ibm beabsicbtigten Nacbweis erbracbt zu baben. 
Es ist bier nicbt notig, auf die Ma/rheschen Deduktionen, die von An- 
fang an sebr kiibl aufgenommen wurden und in inatbematiscber Hin- 
sicbt teilweise verfeblt sind, im einzebien einzugeben, es genugt viel- 
mebr fur unsern Zweck, von dem Ergebnis der Auszablungen als 
wesentlicb das viermalige Vorkommen von S{i2) und das Feblen der 
boberen Sequenzen festzubalten und zu fragen, ob dieses Verbalten 
des Spiels einen deutlicben Widersprucb gegen den liblicben Ansatz 
der W.-R. in sicb scbliefie, 

§ 161. Da die Roulettescbeibe aufier einem Nullfelde je 18 rote 
und scbwarze Felder entbalt^ so bat man, um das TJrnenscbema den 
Spielbedingungen anzupassen, die Urnenfiillung in der Weise ab- 
zuandern, daB sie aufier einer mit Null bezeicbneten Kugel nocb je 
18 rote und scbwarze Kugeln entbalt. Bezeicbnet man nun den 
Brucb 18:37 so ist die SB. der roten Sequenz /S(r) gleicb P'’, 

und das Gleicbe gilt von der scbwarzen Sequenz 8 if). Folglicb ist 
2p^ die SB., dafi iiberbaupf eine Sequenz 8 {r\ sei es rot oder scbwarz^ 
eintrete. Denkt man sicb weiter r Ziige ausgeftibrt und mit x die 
Anzabl der dabei beobacbteten Sequenzen bezeicbnet, so ist x ent- 
weder Null oder Eins. Wird der angegebene Versucb m-mal aus- 
gefiibrt, so entstebt eine Kollektivreibe von dem Umfange m, bei der 
als moglicbe Argumente die Werte x ^ o und x ^ 1 mit einer ge- 
wissen Verteilung U{x) auftreten, deren tbeoretiscber Verlauf durcb 

U(i) = 2P-, U(o) = I- 2P- 

gegeben ist. Multipliziert man die P-GroBen mit dem TJmfange 
so erbalt man statt der relativen Haufigkeiten die absoluten, so dafi 
derAusdruck mU(i) = 2mP’- 

die Zabl liefert, die unmittelbar mit der beobacbteten Menge der S{r) 
zu vergleicben ist. 

Die Menge der in der Kollektivreibe vereinigten Ztige ist mr, 
Legt man fiir diese Zabl mit Rucksicbt auf die von Marie benutzten 
Aufzeicbnungen den runden Betrag 80000 zugrunde und recbnet fiir 
einige Werte von r die entsprecbenden Werte von m'll(i) nacb (18), 
so erbalt man in dem nacbstebenden Tafelcben die drei ersten Zeilen, 
die unmittelbar verstandlicb sind. 


r = 12 

13 

14 

15 

= 4 

0 

0 

0 

mU(i) = 2.34 

1.05 

0.48 

0.22 

str(C 7 ) = 1.53 

1.02 

0.69 

0.46 
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Da es nun bei der Benrteilung der Widersprucbe zwischen Beobacbtung 
und Eecbnung^ d. b. also bier der Differenzen mU mU, aucb auf 
die der Beobacbtung anbaffcenden Streuungen ankommt, so sind nacb 
§ 130 (31) die in der letzten Zeile des Tafelcbens angesetzten Streu- 
ungen vermittelst der Gleicbung 

str(C7)'-= wU(i -U) 

berechnet worden. 

Ein Blick in das Tafelcben lehrt, da6 die Widersprucbe zwiscben 
Beobacbtung und Eecbnung von derselben Grofienordnung sind^ wie 
die Streuungen, daB also das Ausbleiben der Sequenzen von r = 1 3 
ab in der vorgelegten Eeibe scblecbterdings nicbts auffalliges bietet 
und darum aucb in keiner Weise als Stutze fur die Anscbauung 
d'Alemberts berangezogen werden kann. Anders lage ja die Sacbe, 
wenn m loo-mal groBer genommen worden ware, derm dann wurden 
die drei letzten Spalten, falls die beobacbteten Sequenzen wieder nur 
bis 8 {12) gingen, folgendes Ausseben zeigen: 


= 13 

14 

15 

mU{i) = 0 

0 

0 

mU(i) = 105 

48 

22 

str(C 7 ) = 10.2 

6.9 

4.6 


Man batte in diesem Palle offenbar guten Grund, von einem auf- 
falligen Widersprucb zwiscben Beobacbtung und Eecbnung zu sprecben. 
Ebenso batte naan aber aucb Grund zu sagen, daB die Zeit, die das 
Auszablen von 8 Millionen Eoulettespielen kosten wiirde, fiir andere 
Dinge niitzlicber verwendet werden konnte. Denn der Streit una die 
These von d'Alembert ist imgrunde genommen miiBig, weil sie durcb 
bloBe logiscbe Deduktionen aus feststebenden Vordersatzen weder 
allgemein bewiesen, nocb allgemein widerlegt werden kann, und weil 
ferner den Vertei digem der These, wenn sie in einem konkreten 
Ealle, wie ibn das bier benutzte Beispiel bietet, zuriickgewiesen werden, 
immer nocb der Ruckzug in das Gebiet der boberen Sequenzen offen 
bleibt, wobin das Experiment nicht nacbfolgen kann. 

§ 162. Die vorbin augestellte Eecbnung berubte darauf, daB man 
durcb Zusammenfassen der Zugnummem i bis r, r + r bis 2r, usw. 
die Gruppen 6r(r) bildet, die der Abzablung der Sequenzen S{r) zu- 
grunde zu legen sind. Ein solcbes Abteilen der ganzen Zugreibe in 
getrennte Gruppen ist notwendig, wenn man die Formeln des JBernoulli- 
scben Schemas benutzen will, da ja dieses Schema aus Versucben 
zusammengesetzt ist, die keinen Zug gemeinsam baben. Hierbei 
werden nun aber alle diejenigen Sequenzen S{r) zerscbnitten und 
folgeweise aucb nicht mitgezablt, deren letzte Zugnummer nicbt 
durcb r teilbar ist; ferner bleiben, wenn die Zugezabl n ebenfalls 
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nicLt durct. r teilbar ist, gewisse Ztige, die dem Ende der Eeibe 
angehoren^ iiberliaupt unbenutzt. Will man dem entgeben^ so bat 
man das ganze Schema nmzugestalten, und zwar derart, da6 dlle 
Grnppen G{r)^ die sicb aus der vorgelegten Zngreibe bilden lassen, 
gleicbmafiig berangezogen werden. Hierbei liegt es dann nabe^ die 
Aufgabe zu erweitern, d. b, nicbt bloB die Sequenzen zu beriick- 
sicbtigen, sondern ganz allgemein nacb der Verteilung zu fragen, die 
einer oder aucb mebreren bestimmten Gruppenformen zukommt. Als 
Beispiel bierzu moge der im folgenden bebandelte Fall der zwei- 
gliedrigen Gruppen dienen. 

Als Ausgangspunkt diene wieder die Urne mit weiBen und 
scbwarzen Kugeln und den zugeborigen SES-GroBen 

SS 3 (weiB) = S 2 S (scbwarz) = (19) 

Aus der Time wird fortlaufend unter Zuriicklegung der Kugel gezogen 
und die Reibe der Gruppen G{2) gebildet, die dadurcb entstebeu; daB 
man die Zugnummern nacb dem Schema 

(l; 2), (2, 3), (3, 4), usw. 

zusammenfaBt. Benutzt man ferner wie oben die Buchstaben p und 
g zur Bezeichnung der weiBen und der scbwarzen Ziige^.^so gebort 
jedes Zugpaar einer der vier Formen 

(PJP), (252), (2J>), (22) 

an, und man bat, wenn die Auszablung au£ die n ersten Ziige mit 
den dazu geborigen i Gruppen G{2) bescbrankt bleibt, zunacbst 
festzusetzen, welche Formen gezablt oder nicbt gezablt werden soUen. 
So sind z. B. fiir die Ujatersucbung der Sequenzen 8(2) nur die 
Formen {pp) und sei es getrennt, sei es yereint, zu beriick- 

sicbtigen. Dem entsprecbend mogen die Zugpaare, die bei der Aus- 
zablung jedesmal berucksicbtigt werden sollen, kurz als die mMenden 
Gruppen oder Formen bezeicbnet werden. 

Bedeuten x und y die Mengen der zablenden und der nicbt- 
zablenden Gruppen in der beobacbteten Zugreibe, so ist immer 
X y ^ n — I. Da biernacb die beiden Argumente x und y durcb 
eine einfacbe lineare Transformation zusammenbangen, so laBt sicb 
die Verteilung von 2/ sofort binscbreiben, wenn man die Verteilung von 
X kennt. Folgbcb kann man, da die Zablung von vier Formen von 
vornberein auBer Betracbt bleibt, zunacbst die Zablung von drei 
Formen beiseite lassen, da sie durcb die Falle mit nur einer zablenden 
Form bereits erledigt ist. Ferner darf man von den secbs Fallen 
mit zwei zablenden Formen, namlicb 

ipp) und (pq), ipp) und {qp\ (pp) und 

ipq) und {qp\ ipq) und {qq\ {qp) und {qq), 
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die drei letzten beiseite lassen, da sie durch die drei ersten erledigt 
sind. Endlicb. gehen die Falle mit nur einer zablenden Form in- 
einander liber, wenn man die GroBen nnd q ikre Rolle tauscben 
laBt. Demnach darf man die XJntersuchung auf die nachstehenden 
ftinf Falle bescbranken: 


I. 

Zablende 

Formen 

nur 

ipp), 


II. 

)} 

7) 

nur 



Ul. 


77 

(Pi^) 

und 

(22); 

IV. 

)) 

77 

{pp) 

und 

ipa), 

V. 

J 7 

77 

(pp) 

und 

to)- 


Die verscbiedenen Falle lassen sicb, wie wir sehen werden, vorlaufig 
gemeinsam bebandeln und sind erst spater zu trennen. 

§ 163. Der fc-te Zug aus der Urne werde, solange es auf das 
besondere Ergebnis des Zuges niebt ankommt, mit cOj^ bezeicbnet. 
Sollen dagegen die beiden moglichen Zugergebnisse „weiB^^ und 
,,scbwarz^^ auseinander gehalten werden, so scbreiben wir oder 
statt Xj^. Zu der Veranderlichen Xj^, gebort eine Verteilungsfunktion 
deren Verlauf durcb die beiden Gleicbungen 

a(pi)=l5, (20) 

bestimmt ist. 

Weiter werde das Zeicben eingefubrt, das die Zabl Null 

Oder Eins bedeuten soil, je nacbdem das Zugpaar eine 

zablende oder nichtzablende Gruppe liefert. Demnacb ist, wenn h 
oberbalb n — i liegt, bestandig 6 = 0, da im vorliegenden Falle uber- 
baupt nur die Gruppen innerhalb der n ersten Ziige zablen sollen. 
Dagegen ricbtet sicb fiir ein unterbalb n gelegenes h der Wert der 
e-GroBen jedesmal danacb, welcber der fiinf oben genannten Falle 
gerade vorliegt. Dies festgesetzt gibt der Ausdruck 

X = e{x^x^) e[x.j^x^) (21) 

die Menge der zablenden Gruppen innerbalb der aus n Ziigen be- 
stebenden Zugreibe an, und die Aufgabe bestebt jetzt darin, die zu 
dem Argument x geborende Yerteilungsfunktion aufzusucben, die unter 
Berucksicbtigung der Zugezahl n mit Vi{x, n) bezeicbnet werden soil. 
Zur Losung der Aufgabe soli der Ausdruck 

8 {n) = n) == Sll(a?, Yi)u^ (22) 

dienen, wo das Zeicben %) den nacb Vi[x, vi) genommenen Durcb- 
scbnitt von bedeutet, und wo femer die Summation nacb x von 
o bis 00 laufen darf, da ja die Vi{x, n) fiir die auSermoglicben x von 
selber verschwinden. 

Da X durcb (21) als Funktion der voneinander unabbangigen 
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Veranderliclien Xj^ definiert ist, so liegt eine Argumentmischung yor, 
und man erlialt mit der Substitution 

li ^ exp V 

aus (22) die Beziebung 

S{n) = ® [exp [ve{x^x^) + 'veix^x^^) H ]], (23) 

in der auf der recbten Seite die ©-Operation nach den in (20) auf- 
gestellten Verteilungen der samtlicben Xj^ auszufubren ist. Hierbei 
ist zu beacbten, da6 wegen (20) fur eine beliebige von x^ abhangende 
Punktion F{x^ der nacb Xj^ genommene Durcbscbnitt die Gestalt 

®(JF) = U{p,)F{p^ + n{q,)F{q,) (24) 

-pF{p,) + qFiqj^j 

besitzt. XJm nun diese Formel bei der scbrittweisen Ausfuhrung der 
in (23) geforderten ©-Operationen bequemer anwenden zu konnen, 
sollen zunachst einige Abkiirzungen eingefubrt werden. Man denke 
sicb das in (23) auftretende Aggregat 

ve{x^x^) + veix^x^) H 

Yon den Bestandteilen befreit, die aus den r — i ersten Ziigen ent- 
springen und ersetze darauf die nunmebr an erster Stelle stehende 
Veranderliebe x^. durcb oder q^., Dann erbalt man statt der 

GroBe S{n) gewisse andere Ausdrlicke, die wir in der Gestalt 

LP; r, w] = ®[exp + ■ • ■]], (ss.n) 

[2, r, w] = ®[exp + ve{x^^.iX^^^) -\ ]] (25.b) 

ansetzen woUen, worin das ©-Zeicben wie bisber auf alle dabinter 
stebenden Veranderlicben Xj^ zu bezieben ist. Scbreibt man femer 
in (25.a) statt x^^^^ so entstebt eine neue ©-GroBo; aus der 

sicb der konstante Paktor 

exp 

berauszieben laBt. Ahnlicbes tritt ein, wenn man von (25.b) ausgebt 
Oder aber durcb q^j^^ ersetzt. Wir wollen diese beraustretenden 
konstanten Paktoren durcb die Abkiirzungen 

exp = yijppX, exp [«e(iJ^2r+i)] =■ y{!Pl)r, ^^6) 

exp[»e(2,i?^+i)] vMr, ' 

bezeicbnen. Nacb diesen Pestsetzungen werde jetzt auf der recbten 
Seite von (25.a) die ©-Operation nacb x^j^^ unter Beriicksicbtigung 
von (24) ausgefiibrt. Dann entstebt wegen (26) die Relation 

[p, r, w] =pi/(i)p)r!>, r + I, w] + 2p(p2Vfo r+i, n\. (27.a) 

In derselben Weise folgt aus (25.b) 

[2, r, n] = r+i,n\ + qyiaqXSn, (2 7.b) 
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Andrerseits liefert derselbe ProzeB, an (23) nach ausgefuhrt, die 
Grleichnng 

S{n) == n) ^p[p, I; n] + q[q, i, n], (28) 

Da die QroBen bestandig null sind^ wenn die Nummer r 

den Wert n erreicht oder iibersclireitet, so erhalt man aus (25) fur 

\s[,n,n\ = i. (29) 

Man kann also nacb (27), von r = n — i ruck warts recbnend, die 
die [— ]-Gr6Ben scbrittweise bis zu den beiden in (28) anftretenden 
GroBen [p, 1, n] und [q, n] bin auffinden, so daB S{n) als eine 
ganze rationale Funktion der beiden SB-GroBen p, q und der in (26) 
aufgestellten ^/-GroBen ersobeint. Letztere sind bestandig gleicb Bins, 
wenn der Index r gleicb n oder groBer ist; ferner sind fiir ein unter 
n gelegenes r die y gleicb u oder gleicb je nacbdem die Verbindungen 
iPP)} {PQ)} iiP)} (Q.^) als zablende Formen zu gelten baben oder nicbt. 

§ 164. Setzt man die Gleicbungen (27) fiir r = i, 2, • • • 7^ an 

und fiigt dazu die Gleicbung (28), so lassen sich die zu r = i, 2, • • • 7^ — i 

geborenden [— ]-GroBen eliminieren, und man erhalt fiir 8 {n) eine 
lineare Verbindung aus [p^hjn]^ ^^n der Gestalt 

S {n) == a{Ji, n) [p^ h, n] + I) n) [q, h, n] , (30) 

worin die Koeffizienten a und h ganze Funktionen der GroBen p, q, y 
bedeuten. Ersetzt man ferner in (27) r durcb Jh, so liefert die 
Verbindung 

n) X (27.a) + IQi, n) x (27.b) 

auf der linken Seite wegen (30) den Ausdruck 8 {p\ d. b. es wird 

8 {n) = n) +py{q.p\l{h, n)\ ■[p,'h+ i, w] 

+ {ay{py)hO‘{\ >») + qy{qy),fi(}h n)\ ■[q,'h+ I,n\. 

Ersetzt man nun nocb in (30) h durcb % + i und vergleicbt mit der 
vorstebenden Relation, so erbalt man 

a(h + I, n) =py{p2>\a{h n) +py{qp)uhQi, n), 
i{h+J,n) = qy{pq\a{h, n) + qy{qq\l>{h, n). 

Aus diesen Rekursionsgleichungen ergeben sich die a, b durch Vor- 
wartsrecbnen, sobald a{i,n) und h{i,n) bekannt ist. Fiir die letzt- 
genannten GroBen erbalt man aber durcb Vergleicbung von (28) und (30) 

a{i,n)=p, b{i,n)^q. (32) 

Andrerseits folgt wegen (29) aus (30) far h = n 

8 {n) ■=a{n,n) + b{vi,n). (33) 

Hiemach werden die Gleichungen (3 1 ) nur fur die Nummern h = i 
bis h^n — 1 gebraucht. In diesem Falle hat aber die Grofie y{pp\ 
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fiir die vorkommenden Werte von Ji stets denselben Wert^ und das 
Grleiclie gilt von den anderen ^/-GrroBen. Man darf also jetzt bei den 
i/-GrroBen den Index h fortlassen und bat dann, wenn zur Abkiirzung nocb 

yipp) = F, y{pq) = G, y{qp) = S, y{qq) = ^ ( 34 ) 

gescbrieben wird, nacb den Grleicbungen 

a{i,n)=^p, l{i,h) = q, 

a{h + I, n) =pFa(hy n) +pllb{\ n)^ 

hQb + i,n) == g,Grci,(h, n) + ([Kb(hy n)^ 

S{n) = a{n, n) + n) 

zu recbnen. Hierin ist n offenbar mindestens gleicb 2 zu nebmen, 
da ja die Grruppen G{2) erst bei zwei Zugen entsteben konnen. 
Scbreibt man nun das vorstebende Grleicbungssystem fiir zwei spezielle 
Werte von n — sagen wir fiir n und w = Z — wirklicb bin, so 
erkennt man, daB die Werte von aQi^ h) und a{h, Z) und ebenso die 
Werte von bQiyJc) und b{\l) iibereinstimmen, solange h nicbt liber 
die kleinere der beiden Zablen Jc und Z binausgebt. Man darf also 
in den obigen Rekursionsgieicbungen, da h unterbalb n zu bleiben 
bat, fiir die GroBen a{\n) und b{hjn)j aucb a(^,h) und b{hfh) oder 
kiirzer a{h) und b{h) sebreiben, so daB die Gleicbungen 

a{h + i) =-pFa{h) +pirb{h)f 
l{h+ 1) ^ qGa{h) + qXbQi) 

entsteben, denen man nocb die Anfangsbedingungen 

a{i)=^p, b{i)^q 
nebst der ScbluBgleicbung 

8 {n) = aip) + b{n) 

binzuzufiigen bat. 

Urn die Losung der aufgestellten Differenzengleicbungen zu finden 


setzen wir mit der Veranderlicben t die Reiben 

a = a{2)f + H ; (d^.a) 

& = + (38.b) 

^ = 5(2)Z^ + ,S(3)^a + ... (38.C) 

an. Multipliziert man nun die Gleicbungen (35) mit und 

summiert nacb h von i an, so wird unter Beriicksicbtigung von 
(36) und (38) 

a=pFt{a+pt}-\-pHt(}> + qt), (39) 

h “ qG't{cif p^ ”1“ q^^^ H" q^' ( 4 ^) 


(35) 

(36) 

(37) 
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Setzt man zur Abkurznng noch 

L = FK- GH, 

A = t-\-pq_{G + S— F— K)f, 

B = i — {pF+q_K)t -\r^qLt^ 

und bildet die Verbindung 

{<lGt ~ qXt + i) X ( 39 ) + + i) X (40), 

so erhalt man daraus mit Unterdriicliung der Z-wisebenredmung 

B{a + 'b+i) = A. (41) 

LaBt man nun in der ans (22) folgenden Gleichnng 
1l8{n)r = S®(m^ n)r 

die Summation naeb % Ton w = i an laufen und legt dem bisber 
bedentungslosen Zeicben fif(i) = i) den Wert Bins bei, so nimmt 

die Torstebende Summe nacb (38.0) den Wert 8 + i an. Andrerseits 
folgt aus (38) und (37) die Beziebung /S = a + b. Damit gebt (41) 
Tiber in 

S® »)#" = SSU{a;, = A : J 5 . (42) 

Kl n OB 

Hierdurcli ist die Bestimmung der Ausdriicke w-) imd lX{x,vi) 

auf die Entwicklung des Quotienten A : B zuruckgefiilxrt. 

§ 165. Fur die weitere Rechnung sind die fiinf in § 162 auf- 
gefiilirten Falle zu trennen. Man erhalt hierbei der Reihe nach. folgende 
Werte Yon A und B. 


I. 

F = 

u, 


H=K= I, 

i = “ I , 


A = 

t- 


- 



B = 

I - 

- iim 

+ q)t+paiu- 


n. 

F = 


= K = 

11 

II 

L = 1 —u, 


A = 

t +J9(Z(m 

- 



J5 = 

I - 

- t—pq{u — i)f] 


in. 

F== 

K 

== u, 

G^R= I, 

L = ufi—i, 


A = 

t- 

- 2i5g'(M — 



5 = 

I - 

- ut — i)#®; 


IV. 

jP== 

G 

= u, 

H=K^ 1 , 

L = o, 


A = 

t, 

B = 

1 -{pu + q)f, 


V. 

F = 

H 

= u, 

G = K= I, 

L = o, 


A = 

t, 

B^ 

I — {pu + q)t. 



Bruns, ’Wah.rsclieinliclxkeitsreclinung. 
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Fiir die Falle IV und V laBt sich der Koeffizient von in der Ent- 
wicklnng von A : B sofort hinsclireiben; und man erbalt 

Dies ist aber nicbts anderes, als die Grundgleichung fiir ein aus n — 1 
Ziigen zusammengesetztes Berno'udli^a^Q^ Urnenscbema: man darf sicb 
also bei der weiteren Untersucbung auf die drei ersten Falle be- 
scbranken. 

Die Entwictlung des Quotienten A : B kann fiir die drei ersten 
Falle ohne eigentliche Scbwierigkeiten recbt wobl durcbgefiihrt werden^ 
indessen erscheinen bierbei die S) li) zunacbst in einer Gestalt^ 
aus der sicb nicbt unmittelbar einfacbe Beziebungen ablesen lassen. 
Aus diesem Grunde sollen bier nur nocb die Ausdriicke fiir die beiden 
niedrigsten Elements ^{x) und str(ii7) abgeleitet werden, mit denen 
man bei den Anwendungen moistens ausreicbt. 

§ 166. Differentiiert man die Gleicbung (42) wiederbolt nacb ^ 
und bezeicbnet die Ableitungen von A und B durcb Akzente^ so 
erbalt man, wenn nacb der Differentiation u = i gesetzt wird, die 
Gleicbungen 

B^ 11 % {x, n)t^ - BA'- AB\ . 

B^ Il%{x^ - X, n)P = B{BA"-AB") - iB^BA! - AB\ 

Hiermit stellt sicb die Recbnung fiir die drei iibrig gebliebenen Falle 
folgendermafien. 

1 . A JL' == —pqf, A" = o, 

B=i—t, B' =- —pt{i — qt), J5"=o, 

(i — 

(i —■ ■ x^ n)t^=-= 2 p^f{i — qt)j 

und daraus 

(i — — if) + 2 pH^[i — gif); 

II A == if, A' ^pqf, A" == o, 

B'^—pqf, B"==Oj 
(i — f) 1 j%{Xj n)f =pqf, 

(i — tfl%{x^ — X, n)f ^ zp^q^i^y 

und daraus 

(i — ^)f = jpgf (i —t) + zp’^q^if^-^ 
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in. A = t, A' 2pgit% A"=o, 

B = i —t, B' ^ — t{i — zpqt), B"= 2 pqf, 

(i — n)f= (i — 2pq)f, 

(i -f)^ll'^{x^—x,n)f=—2pqf{i — #) + 2(1 —2pq)fi{i —2pq{), 
und daraus 

{1 ^ (1 - 2pq)t^[i ^t) - -t) 

+ 2 {i — 2 pq)i^{\ — 2 pq^t), 

Ermittelt man hieraus die Werte von n) und und be- 

recbnet dann die Streuungen aus 

str {x, nf = n) — S)(a?, vif, 

so wird 

I. S)(a:, n) = {n— i)p^, 
str (2;, nf= {n — i)p^{i — p*) 4 - 2{n— 2)p^q, 
n. ®(a;, n) = {n— i)pq, 
str {x, n)^ = {n — i)pq{i —Pi) — 2 {n — 2)p^q% 
ni. ®(a:, n) = (n — i)(i — 2pq), 
str(x, n}^= 2{n— i)pq{i — zpq) + 2 {n— 2)pq{p — q)K 

Diese Ausdriicke soUen jetzt noch, mit einem Bernoidlischea Schema 
Terglichen ■werden, das n — i Ziige umfaBt und dureh die SB-GroBe 

SB (weiB) = P 

ckarakterisiert ist. Bedeutet dann x die Menge der weiBen Ziige 
innerkalh eines Versuches, so ist fiir dieses Schema 

^{x) = (w - i)P, str {xY ={n- i)P(i - P). 

Setzt man nun fiir P der Reihe nach die Werte 

Oder pq oder i — 2pq =j?^+ q\ 

so erhalt man anstatt ®(a:) die oben fur ®(a:, n) gegebenen Ausdriicke. 
Das Gruppenschema verhalt sich also beziiglich des Argumentdurch- 
schnitts gerade so, als wenn die n — i Gruppen (r(2) ebensoviele 
voneinander unabhangige Ziige waren. Dagegen zeigen die Streuungen 
gegen das gewohnliche Schema die Abweichungen 
I; A 2 {n-- 2 )p^q, 

E; - 2 (w- 2 )i>V, 
ni: + 2{n — 2)pq{p — q)^. 

Im ersten und dritten Falle ist also die Streuung iibemormal, im 
zweiten hingegen unternormal. 


16 * 
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§ 167. Der vorstehend fiir die Gruppen 6r(2) benutzte Weg ist 
aucb noch fiir die Gruppen mit mebr als zwei Gliedern gangbar, 
wird aber mit wacbsender Gliederzabl immer bescbwerlicher. Deshalb 
will icb bier mir noch einige Resultate anfuhren. 

Fur die Gruppen G{s) erhalt man ahnlich wie vorher eine Dar- 
steUung Yon der Gestalt 

n)t” = SSU(a!, n)u^r= A : B, 

n n X 

WO A und JB ganze rationale Funttionen der GroBen 2^} ^ ^ 

bedeuten. Werden bei der Auszahlung f zahlende Formen beriick- 
sichtigt, so sind A und JB nacb u hochstens vom /“-ten Grade. Fur 
die Sequenzen you der Gestalt erhalt man eine Darstellung Yon 
der Form 

n)P = [A + B{u — i)] : {0 + D[u — i)]; 

(I -pt)B={i -pf){pt)^- [i - {pt}‘'-^]pf, 

(i —pt)D = — (i — pt){pty — [i — — t) 

ist. Hieraus folgt mit der Abkurzung 

n-— s + I 

fur die beiden niedrigsten Elemente und fur n> 25 — i 

n) =* Np^^ 

str {oGj vif = Np^[i — jp*) + 2 (JV*— ’ + 2(N— 2)^/+^ + * * * 

+ 2{]Sf — s + {s — l)(2jY— 5)^'' ‘p\ 

Ersetzt man hierin jedes angesetzte p^ durch p^ + 9.% so erhalt man 
die Elemente fiir den FaU, daB die Formen p^ und gezahlt werden. 

Das hier behandelte Gruppenschema ist mannigfacher Erweiterungen 
und Abanderungen fahig^ und man kann sagen, daB eine halbwegs 
eingehende Diskussion der fiir einzelne Anwendungen in Beferacht 
kommenden Falle ein Buch fiir sich zu fiillen Yermag. 


Neunzelmte Vorlesnng. 

Der Bajessche Satz. 

§ 168. Als letztes Beispiel einer theoretischen Verteilung soil 
der als Umkehrung der BernoulUschen Formel bezeichnete Bayessehe 
Satz dienen. Zu dem Ende schicken wir einige Vorbereitungen 
voraus. 
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Mit den positiven GroBen a nnd h, die spater groBe ganzzalilige 
Werte anzunehmen haben, bilde man den Ausdruck 

F{x) x^{i — xf. Ti) 

Ferner werde eine Verteilnngsfunktion N[x) auf Grund der Bedingung 
konstruiert, daB N{x) fiir ecbitgebrocliene positive x bis anf einen 
konstanten Faktor C mit F(x) tibereinstimmen^ sonst aber verschwinden 
soli. Der konstante Faktor 0 ist bierbei so zu bestimmen; daB das 
Integral von Nipc)^ genommen zwiscben den Grenzen ± oo, den Wert 
Bins annimmt. Ans 

N{x) - GF{x) == Cx^{i - xf (2) 

ergibt sich die zu der Verteilung N{x) gehorige Summenfunktion @{x) 
fiir ecbtgebrochene positive x vermittelst der Gleichung 


/-aa: /-aa; 

S (x) = jf N{f) dt = cl^ii 


ferner ist ®{x) bestandig gleicb. o oder i, je nachdem x unterhalb o 
Oder oberbalb i liegt. Das vorstebende Integral ist uns bereits frtiber 
131 § 38 (6) bei der Untersncbung eines Teilungsproblems begegnet; 
jetzt kommt indessen fiir uns die zugeborige ^-Reibe in Betracbt, 
die sicb bei dieser Gelegenbeit wieder als ein Hilfsmittel zur asym- 
ptotiscben Darstellung von Funktionen grofier Zablen erweisen wird. 

Fiir eine beliebige Funktion T{x) ist der nacb N{x) genommene 
Durcbscbnitt aus 

©(T) =£t{x)N{x) dx = g£t{x)x^{i - xfdx (4) 

zu berechneu. Setzt man far T{x) die Potenz cd‘, so wird 

%{af) = — x)'‘dx, 

woraus nach § 30 (30) 

®(a;«) = [Cn{a + w)iT(6)] : JT(a + & + w ■+ i) 

folgt. Fur w = o wird 

i = [(7iI(a)JI{6)];JI{a + &+i), ( 5 ) 

so daB xinter Elimination Ton G der Ausdruck 

®(«”) = [n{a + n)n{a + l + i)] : [iT(a)iI(a +h + n + i)] 

entstekt. Setzt man zur Abkdrzung 

a + 1) + 2 = m, 

a + i = mP, h + i = mQ, P+Q — i, 
so kann man schreiben 

+ ^ . . . mP + n-i 

) m m + i m+-n—i W 



230 


Neunzehnte Tories ang, § i68. 169. 


Hieraus flieBt fur i unci ^ = 2 

%{x) = Py ^{x^) == P{mP + 1) : {m + i)j (7) 

so dafi 

str {xY ^ PQ : {m + i) (8) 

wird. Damit sind die beiden ersten numerischen Elemente von N{x) 
gefunden, ferner ergibt sich der Normalwert des Parameters h aus 

2h^PQ -= 7)1 + 1. (9) 

Die Berecbnung der iibrigen Elemente laBt sich ebenfalls nach (6) 
ausfiihren. Jedoch ist dieser Weg etwas umstandlich und deshalb 
ein anderer Rechnungsgang vorzuziehen. 

§ i6g. Mit den vorlaufig beliebig angenommenen Parametern Cy h 
werde angesetzt 

U = h{X — C) y 

E == exp (— 2mv — = S 9fi(t^)„(2 w)”, 

n 

Y^CEx^^^{i-x)^^\ 

Dann laBt sich die Ableitung von Y nach x zunachst in der Gestalt 
dY : dx == EN{x)[— 2'hwx{i — x) {a + i)(i ^ x) — (b + i)x'\ 

schreiben. Piihrt man statt x das Hilfsargument u ein und setzt mit 
den vorhin aufgestellten Abkiirzungen 

a + l + 2 y 7nP==a + i, mQ=^'b-\-i 

die Ausdriicbe 

G = ]i7n{P — c)j jff = — 2 'h^c{i — c), K = 2 h{ 2 c — i) 

SbJLj SO erhalt man fur die Ableitung die Gleichung 

hdY : dx = E[G + Hw — 7nu + Kwu + 2wu^'\N{x ) . 

Ihtegriert man die vorstehende Gleichung wieder nach x zwischen den 
Grenzen o und i, so wird die linke Seite null, da Y an den Integrations- 
grenzen verschwindet. Beachtet man ferner fur die rechte Seite die 
Beziehung (4), so darf man schreiben 

o = (<x + IIw)^{E) — (w — Kw)^{Eu) + 2w^{Eu^ . (10) 

Urn hieraus die D-Koeffizienten zu finden, benntzen wir nach § 34 (16) 
die fur die Poljnome 91 geltende Gleichung 

( 2 ^+ 2 )% + 1 -K- 1 , (ii) 

aus der durch wiederholte Anwendung 

= 4 (w + ^){n + + (4w + 2)gt„ + (12) 

folgt. Diese Relationen konnen auch fiir negative n gebraucht werden, 
wenn man -^^estsetzt, daB 91 ^ fur ein negatives n stets null sein soil. 
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Summiert man die mit { 2 wY multiplizierten Grleicliungen (ii) und 
(12) nach. n von — 00 bis + 00 tind bildet darauf den Durcbschnitt 
nach N{x)j so erhalt man unter Hinzufiigung der Reihe fiir die 

Entwicklungen 

n 

z'^{Eu) = - S(2W + z)JD^^i{ 2 Wf — 

n n 

= 4S (w + i)(w + 2)D„^^{2w)’‘ + S (4W + 2)D„{2w)” 

+ S J»„_2(2w)». 

n 

Setzt man diese Reiben in (10) ein und spaltet darauf uacb den 
Potenzen von w, so entstebt die Rekursionsformel 

4(»» + i)(w + = 

{zKn — ^G)E^ — 2(2w — I + m + + KD^_^ — -D„_3, 

aus der sicb^ da = i gegeben ist, samtlicbe D-Koeffizienten der 
Reibe nacb finden lassen. 

Setzt man fiir die GroBen c, h zunacbst die Normalwerte ein, so 
ist nacb (7) und (9) 

zh^PQ ^ m + 

und man erbalt 

K^2h{P^Q), 

woraus 

4(w + i)(» + = 

4hn{P - Q)E„ - (4W - 4)D„-i + 2h{P - Q)D„_, - ^ 

folgt. Setzt man bierin n der Reibe nacb gleicb o, i, . . so wird 
zunacbst, me es sein muB, = o und == o, ferner 

4(m,+ 2 )D^=h{P— 0), (i5.a) 

i6(m + 2)(m + 3)-D4 == — ^PQ) — I, (i5.b) 

Dividiert man die Rekursionsformel (14) durcb m und laBt die Zablen 
a, 6 und folgeweise aucb m iiber alle Grenzen wacbsen, so geben auf 
der recbten Seite von (14) die Koeffizienten der D-GroBen gegen 
Null. Folglicb konvergieren dann alle J)- Koeffizienten, von Dq ab- 
geseben, gegen Null, so daB sicb die ® -Reibe auf den Anfangsterm 
Q{u) reduziert. 

Will man die Bayes^ok^ Formel in derjenigen Gestalt erbalten, 
in der sie gewobnlicb gegeben wird, so bat man statt der normalen 
c, h etwas andere Werte anzusetzen. Zunacbst sei zur Abkiirzung 

a + jp = (z:e, q^b:e, (16) 
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SO dafi m = e + 2 wird. Weiter sollen die Parameter Cj % durci. die 
Gleichxingen 

2h^pq = e (17) 

bestimmt werden. Dann wird 

G=^}h{i^2p), 1?= — e, K=2h{2p — l)y 

2 Kn — 46 ^ =* ^^{p — 2)(^ + i), 2^ — i + m + -Br==2^^ + i^ 

womit die Rekursionsformel die Gestalt 

4(m + i)(w + 2 + = 

A(4W + 4)0 - q)Dn - (4M + 2 )D„_i + 2^(j 3 - g)D„_g - D „_8 

annimmt, LaBt man nach Division mit e die Zahlen a, I wieder 
unbegrenzt wacbsen, so ergibt sicb wie vorbin, da6 die Koeffizienten 
D^j 1)2, . . . gegen Null geben, daJB sicb also die ^-Reibe auf ibr 
Anfangsglied rednziert. Setzt man femer fiir n der Reibe nacb 0,1,..., 
so erbalt man nacb einigen Rednktionen 

{2 + e)Dj^ = h(p - q), (ig.a) 

(2 + 4(3 + e)i>2 = ^^(2 — I ipq) — 3 , (i 9 -'b) 

Der Parameter c=^p entspricbt dem dicbtesten Werte der Yerteilungs- 
funktion ]V'(ai), Differentiiert man namlicb JV(£v)^ nm das Maximum 
von zu finden, logaritbrniscb, so erbalt man die Bedingung 



die in der Tat durcb 00 ^‘p, i — x = q befriedigt wird. 

Bescbrankt man sicb unter Voraussetzung sebr groBer Werte 
von a und 6 auf das Anfangsgbed der ^-Reibe, so erbalt man fiir 
die Summenfunktion die nacbstebenden von den Zablen h 

abbangenden Beziebungen 

a + l^e, p^aie, (20) 

ii=^h{x—p), (21) 

2 ^(X) — l ^ 0 {u) y (22) 

welcbe bei passender Deutung den jetzt zu besprecbenden Satz von 
Bayes befern. 

§ 170. Als Ausgangspunkt dient folgende Aufgabe. Aus einer 
Urne^ die weiBe und scbwarze Kugeln in unbekannter Menge entbalt, 
sind unter jedesmaliger Zuriicklegung der gezogenen Kugel a weiBe 
und h scbwarze Ziige erfolgt; gesucbt wird die SB. des einzelnen weiBen 
Zuges^ die wir mit w bezeicbnen wollen. 

Die berkommlicbe Bebandlung der Aufgabe stiitzt sicb auf das 
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J5aye5sclie Prinzip^ wobei im besondern die Formeln (lo) und (ii) 
aus § 2 1 in Betraclit kommen. Danaeh sind znnachst die fiinf Funktionen 

Fix), sB(4, v(x), 

zu nnterscheiden^ die folgende Bedeutung kaben. Die erste Funktion 
F{x) driickt die SB. aus^ mit der man das beobachtete Ereignis zu 
erwarten hat, wenn die FullungsgroBe w den Wert x besitzt. Zweitens 
bedeuten SB(jr)^ und 3 B(ir)^ die „vorlaufige^^ und die „nachtragliche^^ SB. 
def Anmhme, daB w unterhalb x liege. Drittens endlich bedeuten 
V{x) und Nix) die nach x genommenen Ableitungen von SB(ii?)^ und 
SB(ir)^. 

Da die moglichen Werte von w in dem Intervall von w o 
bis ^ “ I enthalten sind, so rnussen die beiden Funktionen SB^ und 
SB„ ihrer Bedeutung wegen fur negative x bestandig null sein. Ferner 
gehen beide Funktionen, wenn x von o bis r lauft, wachsend oder 
dock wenigstens nickt abnekmend gegen. Eins und bekalten nackker 
diesen Wert fur die oberkalb Eins gelegenen x bestandig bei. Die 
SlB(iaj) verkalten sick also genau so, wie die Summenfunktionen eines 
stetigen K.-Gr., dessen moglicke Argumentwerte auf das Intervall von 
x — o bis x — i besckrankt sind. Die zugekorigen Verteilungsfunktionen 
sind dann durck die Ableitungen Vix) und Nix) gegeben, die nack 
dem Gesagten auBerkalb des IntervaUes von o bis i bestandig ver- 
sckwinden. 

Bei der Aufsuckung von w woUen wir zunachst an die Umstande 
ankniipfen, die beim wirklichen Reeknen eintreten. Um die Yor- 
steUung zu fixieren, moge angenommen werden, daB das gesuckte w 
abgerundet mit drei Dezimalen anzusetzen sei, daB es also mit einem 
Gliede der Zaklenreike 

0.000, o.ooi, 0.002, . . . 0.999, i.ooo (23) 

zusammenfalle. In dieser Reike vertritt wegen der Abrundung jedes 
Glied nickt nur die kingesckriebene ZaklengroBe, sondern auck nock 
die benackbarten Werte bis zu den nackstgelegenen Weckselpunkten 
kin. Infolgedessen ist die nacktraglicke SB. einer Annakme — sagen 
wir z. B. der Annakme w = 0.368 — durck die Differenz 

^(9-3685)„— SB(o.3675)„ 

gegeben. Berechnet man in dieser Weise zu alien in (23) Tor- 
kommenden Annabmen die zugebdrigen SB-Differenzen, so entstebt 
eine Tabelle, die offenbar nicbts anderes ist, als die zu den Argu- 
menten (23) aus der Summenfunktion berechnete Verteilungs- 

tafel. Da der Gang der Yerteilungswerte im wesentlicben den Verlauf 
der Funktion N{x) wiederspiegeln muB, so wird in der Tafel ein 
Argument yorkommen, dessen SB. die bbrigen SB-GroBen dbertrifft. 
Dieses Argument mit grSBter 2 B. wird nun als sogenannte „-vrabr- 
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scheinliclLste^^ Annalinie fiir das gesuchte w genommen, indem man 
von der Anffassung ansgeht, daB von je zwei Annahmen mit un- 
gleiclier SB. die walirscliemlichere den Vorzug verdiene. 

§ 171. Die vorstehende Behandlung der betrachteten Aufgabe 
enthalt wegen der vorlanfig in das Belieben des Rechners gestellten 
Abrundung noch. einen willkurlichen Bestandteil nnd zugleich eine 
Unscliarfe. Um diesen Mangel zu beseitigen, denken wir nns jetzt 
die Abrundung scbrittweise verkleinert und schlieBlicb. unendlich. klein 
gemacht. Bedeutet in dem Falle der unendlich kleinen Abrundung 
iT die unendlich kleine konstante Teilstreckenlange und x die Mitte 
einer Teilstrecke^ so ist die Verteilungstafel der SB-G-roBen mit den 
Differenzen 

n{x + T), ^ 3 B(^ - T), = 2 T . N(x) (24) 

zu berechnen. Da diese 3 B-GroBen den Werten von N{x) proportional 
sind, so ist jetzt die wahrscheinlichste Losung aus der Bedingung 
zu ermitteln, daB N{x) ein Maximum wird. 

Dm das Maximum von N{x) zu finden, muB man den Ausdruck 
dieser Punktion kennen. Nun stellt das Bayes^Q]ie Prinzip zwischen 
F{x)y y{x) und N{x) die Beziehung 

N[x) - CF{x)V{x) 

her, in der die Konstante 0 aus dem Umstande zu bestimmen ist, 
daB das Integral iiber N{x), zwischen den Grenzen ± 00 genommen, 
den Wert Bins besitzt. Der Paktor F[x) ist bei der vorliegenden 
Aufgabe durch 

F{x) == x^{i — xf 

gegeben, denn der betrachtete Urnenversuch besteht aus a weiBen 
und & schwarzen Ziigen, die in bestimmter Reihenfolge beobachtet 
worden sind. Der Paktor V{x) wird herkommlicher Weise konstant 
gesetzt, mit der Motivierung, daB man sich vor Anstellrmg des Ver- 
suches iiber den Wert von iv in volliger DngewiBheit befinde und 
zwischen den verschiedenen moglichen Annahmen hinsichtlich ihrer 
vorlaufigen 2 B. keineu Unterschied machen konne. Ein solcher Ansatz 
ist aUerdings, wie bereits in § 24 erwahnt wurde, haufig willkiirlich 
und nicht einmal aus dem Prinzip des mangelnden Grundes ausreichend 
zu rechtfertigen; iiberdies kann es vorkommen, dafi durch die Bin- 
fiihrung eines konstanten V{x) wesentliche Umstande, die bereits 
vor Anstellung des Versuchs bekannt gewesen sind, tatsachlich beiseite 
geschoben werden. Wir wollen uns indessen mit diesen Einwendungen 
nicht aufhalten, sondern bei der iiblichen Bestimmung bleiben, da es 
uns hier auf den BayesBch^n Satz in seiner hergebrachten Form an- 
kommt. Setzt man demgemaB die Punktion V{x) in dem Gebiete 
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der moglichen x konstant, so erscliemt N{x) innerhalb dieses Gebietes 
in der Gestalt 

N{x) == EF{x) = Ex^{i — xf^ 

wo der Faktor E eine Konstante bedeutet. Da ferner im Gebiete der 
anfiermoglicben x die Punktion N{x) bestandig rerschwindet, so sind 
wir bei dem Ausdrucke angelangt, der oben in §§ i68 — 169 als Aus- 
gangspunkt genommen wnrde; die dort gefundenen Ergebnisse sind 
also jetzt nnmittelbar zu verwenden. 

Ftir die wahrscbeinlichste Losnng der betracbteten Urnenanfgabe 
ergibt sicb nnnmebr der Wert 

iv a:{a + b). 

Diese Bestimmung gilt obne Rucksiclit daranf^ ob die Zugezahlen h 
groB sind oder nicbt. Weiter ergeben sicb, wenn a und h hin- 
reicbend groB sind, aus (20) — (22) die Gleicbnngen 

2h^ah = (a + u = ^^{x —p), 

2 ^S^{x)^ — l == 

Vorstebende Gleicbung wird benutzt, um die „wabi*scbeinlicben" Grenzen 
fiir die gesucbte TJnbekannte aufzustellen. 1 st namlicb g eine positive 
GroBe, so ergibt sicb fiir die SB. die Annabme, daB w zwiscben den 
Grenzen p ±g liege, der Ausdriick 

3B(jP + 9)n — - 9 )^ = ^(hg). 

Bestimmt man nun g aus der Bedingung ^(%)==o.5 oder ^^ = 0477, 
so kann man Eins gegen Eins wetten, daB w zwiscben den Grenzen 
p ^ g liege. Diese wabrscbeinlicben Grenzen dienen offenbar dem- 
selben Zwecke, wie die von uns eingefiibrten StreuungsgroBen, namlicb 
zur Abscbatzung des Vertrauens, das der gefundenen Losung zu 
scbenken ist. 

1 st die Ziigezabl a + l groB, so erwacbst daraus nebeii der Er- 
bobung des der Losung zu scbenkenden Vertrauens nocb ein anderer 
Yorteil, der jetzt zu besprechen ist. Man denke sicb zu x als 
Abszisse die Werte der Punktionen F{x\ V{x) und N{x) als Ordinaten 
abgetragen. Dann ist der Verlauf der Kurve F vollstandig bestimmt, 
wabrend der Verlauf von V ungewiB ist, weil sicb im allgemeinen 
jede bestimmte Festsetzung dariiber anfechten laBt. Indessen wird 
man der Regel nacb iiber die Kurve Y das Eine aussagen diirfen, 
daB sie im allgemeinen stetig verlaufen und keine „steilen Berge^^ be- 
sitzen wird, d. b. keine Stellen, wo die Ordinate rascb zu einem 
starken Maximum aufsteigt und abnlicb rascb wieder abfallt. Denn 
ein solcber Berg wiirde bedeuten, daB fiir die Annabmen, die den x in 
der nacbsten XJmgebung des Maximums entsprecben, scbon von vom- 
berein eine besonders groBe SB. vorhanden sei. Die Kurve N ent- 
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steht daun durch die Multiplikation der Ordinaten V mit den 
Ordinaten F und einem konstanten Faktor. Kann man nun den 
anzustellenden Versuch so einricliten, da6 die Knrve F einen selir 
steilen Berg besitzt, im ubrigen aber ganz nabe an der Abszissen- 
acbse yerlauft, so wird sie diese cbarakteristiscbe Eigenschaft nnter 
der liber V gemachten Voranssetzung anf die Kurve N ubertragen; 
es wird mit anderen Worten der Spielranra, der fiir die Einzeichnnng 
der Kurve V bestebt, in dem Verlanfe von N nnr stark abgescbw'acbt 
zum Vorscbein kommen. Die besondere Form von F bewirkt also, daB 
sicb bei dem Ubergange von den vorlanfigen auf die nacbtraglicben 
SBSS. die den ersteren anbaftende UngewiBbeit stark vermindert. Bei 
der vorliegenden IJrnenanfgabe ist min, wenn a + & sebr groB ge- 
nommen wird, der verlangte steile Berg vorbanden, wie sicb ans dem 
Verbalten des mit einem konstanten V abgeleiteten N{x) ergibt. 

§ 172. Kacbdem wir vorstebend den Bayesschen Satz in seiner 
iiblicben Grestalt kennen gelernt baben, wollen wir zuseben, wie weit 
er einer kritiscben Priifang gegenuber Stand bait. 

Die 2 B. der Annabme w ^ x war, wenn man eine scbarfe Be- 
stimmnng, also eine nnendlicb kleine Abrundnng voraussetzt, nacb 
(24) dnrcb den Differentialausdruck 2 T'N{x) gegeben. Das fiibrt zu 
der Frage, welcber Wert denn irgend einer Anssage, sei es aucb der 
„wabrscbeinlicbsten^^, beizumessen sei, wenn ibre SS. nnendlicb klein 
ist — man pflegt docb z. B. bei Ereignissen die Falle mit nnendlicb 
kleiner S 23 . als etwas belangloses zn bebandeln. Das anfgeworfene 
Bedenken wird ancb nicbt dnrcb den Umstand geboben, daB die nn- 
endlicb Meinen SB-GrroBen nnvermeidlicb bei jeder irgendwie gearteten 
Losnng der vorgelegten Urnenanfgabe anftreten, sobald die moglicben 
Werte des gesncbten w in nnendlicber Anzabl vorbanden sind. Viel- 
mebr fiibrt gerade dieser Umstand zn der weiteren Frage, ob denn 
nicbt etwa der Ansatz der Losnng von vornberein anf einen falscben 
Weg geraten sei. Der gleicbe Zweifel stellt sicb ein, wenn man den 
anderen bedenklicben Pnnkt in dem Bayesschen Satze, namlicb die 
Bestimmnng von V{x) prtiffc. Denn neben den Beispielen, bei denen 
die Konstanz von V{x) einwandfrei ans dem Prinzip des mangelnden 
Grnndes folgt, gibt es genng andere Anfgaben, bei denen sicb ganz 
bestimmte Griinde gegen jene Konstanz geltend macben lassen; man 
denke z. B. an den Pall eines Wiirfels mit den Kantenlangen 2, 3, 4. 
DaB in solcben Fallen die Ansetznng irgend eines hestimmtm ver- 
anderlicben Y{x) ebenfalls angefocbten werden kann, ist offenbar keine 
Stntze fur das konstante V(x)j sondern nnr ein Grnnd mebr fiir die 
Anffassnng, daB der ganze Losnngsansatz verfeblt sei. In der Tat bernbt 
die Beseitignng der angeftibrten Scbwierigkeiten wesentlicb daranf, daB 
bei der Losnng der gestellten Anfgabe die Heranziebnng des BayesBcken 
Prinzips in Wabrbeit nberfliissig ist, weil der gewollte Zweck weit 
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kiirzer uad einfacter auf einem anderen Wege erreiclit werden kann. 
Wie die Dinge zur Zeit liegen, kommt dem genannten Prinzip in 
keiner Weise die Bedeutung zu, die ihm in den meisten Darstellnngen 
der W.-R. aus alter Gewolinung beigelegt wird; man konnte es aus den 
Lelirbnchern okne Scbaden ausmerzen, wenn man es nickt zum Ver- 
standnis mancher alterer Arbeiten notig hatte. Um das zn zeigen, sollen 
ziinacbst einige Bemerkungen allgemeiner Natur voransgeschickt werden. 

§ 173, Der SprachgebrancL. umfaBt mit dem Worte ,,Beobac]itung^^, 
soweit es sick dabei nm ziffernmafiig bestimmbare Dinge kandelt, 
zwei groBe Gebiete empirisclier Walirnebmung, namlich. einerseits die 
messendm ^^physikaliscben" • andrerseits die mhlenden ^^statistiscken^^ 
Metkoden. Die eigentlicke Messung kommt in letzter Linie daranf 
kinaus, daB ausgedeknte Dinge, wie z. B. Winkel, Langen, Massen nsw. 
mit gleickartigen MaBeinkeiten verglicken werden, wakrend die stati- 
stiscke Metkode znnackst nur abzaklt, wie oft in einer Reike von 
Fallen ein gewisses Breignis eingetreten ist. Man kann nnn fragen, 
ob kierin ein AnlaB liege, gemessene nnd gezahlte GroBen grundsdtz- 
lich versckieden zu bekandeln, wie das seitker Regel gewesen ist. 

Wenn fur eine Dnbekannte X, z. B. fiir einen Winkel, durck 
einmalige Messung der Wert B gefunden worden ist, so fallt es ver- 
standigerweise niemand ein, erst tiefsinnige Betracktungen daruber 
anzustellen, ob etwa die Annakme X = B oder eine andere die groBte 
Wakrsckeinlichkeit besitze. Man nimmt vielmekr knrzweg fiir das 
gesuckte X das beobacktete J?, und zwar aus dem ebenso einfacken 
wie triftigen Grunde, weil kein anderer Wert von X gemessen worden 
ist, und im vorliegenden Falle jeder von X^ B versckiedene Ansatz 
auf pure Willkiir kinauslaufen wiirde. Das gesckiekt, trotzdem man 
erfakrungsgemilB weiB, daB das gefundene B mit einen „Beobacktungs- 
fekW^ von unbekanntem Betrage bekaftet ist. Die Messung ersckeint 
kierbei als die Antwoi*t auf eine an die Natur gestellte Frage und 
darf okne mingenden Grund nickt abgeandert werden — die un- 
gerecktfertigte Abanderung gilt' als Falschung. Denn die Natwr be- 
gekt bei der Antwort, die sie gibt, keinen Fekler, wokl aber wir bei 
der Deutung der Antwort^ damm ist der sogenannte Bedbachtungs- 
fehler in Wahrheit gar Jcein Fehler der Beohachtung, sondern nur 
der Deutung, die wir der Beoiachtung unterlegen. 

FaBt man diese Bemerkungen kurz zusammen, so liegt der wesent- 
licke Punkt oJBfenbar darin, daB man sick bei dem Ajusatz X = jB 
lediglick an die Tatsacke der Beobacktung B kalt. Das gerade Wider- 
spiel kierzu ist nun die Bekandlung der statistiseken Beobacktung, 
die wir bei dem Bayessohen Satze kennen gelernt kaben. Deim die 
Losung der vorgelegten Urnenaufgabe wird an das Maximum des 
Ausdrucks 
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gebunden, also wegen des Faktors V(x) tatsacbiicb von dem abbangig 
gemacht, was man vor Anstellung der Beobachtung nicht weiB oder 
auch unter Umstaiiden nicbt wissen mll^ wahrend sonst uberall der 
Grundsatz gilt, daB eine Aussage sich auf das stiitzen soUe, was man 
weiB. Es ist darum ancb nicbt weiter zu verwundern, daB der Bayes- 
scbe Satz bei kritiscber Prufang auf Scbwierigkeiten fuhrt. Um 
diesen Scbwierigkeiten zu entgeben lassen wir jetzt das Bayes^okei 
Prinzip ganzlicb beiseite und kleiden das Problem zunacbst in folgende 
zwei Fragen: i) was ist der wabre Inbalt der eigentlicben Beob- 
acbtung, 2) was ist das vorlaufig unbekannte Objekt der Beobacbtung? 
Es wird sicb zeigen, daB die Umenaufgabe in der Hauptsacbe scbon 
durcb die bloBe Form der Fragestellung ibre Losung findet. 

§ 174. Der statistiscbe Versucb bildet seinem Wesen nacb eine 
Kollektivreihe und ist deshalb aucb als solcbe zu bebandeln. Bei 
dem betracbteten Umenversucbe besteben die Glieder der KoUektiv- 
reibe aus den a + h Ziigen, femer ist das als Argument auftretende 
veranderlicbe Merkmal der einzelnen Glieder durcb die Farbe der ge- 
zogenen Kugeln oder, aritbmetiscb ausgedriickt, durcb die rH. ge- 
geben, mit der die weiBen Kugeln bei jedem Zuge vorkommen. Das 
Argument x besitzt also die beiden moglicben Werte x = 0 und 
I. Ordnet man nun die Urliste der a + & Ziige in die Ver- 
teilungstafel um, so erbalt man eine „beobacbtete^^ Verteilung Vi{x) 
mit den beiden Ordinaten 

U(o) = &:(« + &), U(i) ^ a: {a + h). 

Damit ist der Inbalt der Beobacbtung genau bescbrieben. Zugleicb 
ergibt sicb aber daraus aucb das Objekt der Beobacbtung, denn wer 
Vi{x) beobacbtet, der sucbt die „theoretiscbe^^ Verteilung die 

man bei einer gleicbmaBigen Erscbopfung der gleicbmoglicben FaUe 
oder, kurzer ausgedriickt, bei einer voUstandigen Ausgleicbung des 
ZufaUs beobacbten wurde. Die Auffindung von ^!S{x) ist uberdies 
aquivalent mit der Bestimmung der Unbekannten iv des Bayesschen 
Satzes, denn tv ist der Argumentdurcbscbnitt von SB(ir), und um- 
gekebrt erbalt man aus w sofort aucb 

Die Aufgabe stellt sicb also jetzt so: gesucbt wird das Ordi- 
natenpaar 3 [B(x), beobacbtet ist statt dessen das Ordinatenpaar U(rr), 
das bei voUstandiger Ausgleicbung des ZufaUs mit SB (a?) zusammen- 
faUen wiirde, in Wirklichkeit jedocb wegen der unvermeidlicben Ein- 
wirkungen des ZufaUs von SB (a;) um unbekannte Betrage abweicbt. 
Bei einer solcben Fassung der Aufgabe ist nun aber scblecbterdings 
kein Grund zu erkennen, wesbalb man die vorgeiegte statistiscbe Be- 
obacbtung anders bebandeln muBte, als den oben besprocbenen Pall 
einer einzelnen Messung. Mit anderen Worten: man setzt U(^) fiir 
SB(^), ohne erst nacb der groBeren oder geringeren, aber stets un- 
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endlich kleinen^ 923. dieses Ansatzes zu fragen und ohne sich. um das 
zu kiiminern, was man vor Anstellung der Beobachtung nicht weiB. 
Ausscklag gebend ist^ daB fur 9B(:r) dies eine und nur dies eine )X{x) 
beobachtet wurde — damit ist die Sacbe erledigt, fur den statistischen 
Versucb so gut wie fur eine einmalige Messung. Daj^ dadurch die 
Heramieliung des BayesscJien Prinzijys zii einem vollig iiherfiussigen 
Ballast wird^ ist einleuclitendy oher siclierlicli Icein NacMeil und noch 
weniger ein Hindemis, eine einfache Aufgabe auf einfaclie Weise zu 
hehandeln. 

Der BayessohB Satz stellt^ wie wir geseben baben, auBer der 
wabrscbeinlicbsten Losung aucb nocb ein UnsicberbeitsmaB in Gestalt 
der wabrscbeinlicben Grenzen der TJnbekannten w auf. Es ist in- 
dessen nicbt notig, bierauf einzugeben, weil wir den Gegenstand bereits 
in der XY-. Voiiesung in sebr viel allgemeinerer Form bebandelt baben. 

In den Yorstebenden Erorterungen war der ISTacbdruck darauf 
gelegt worden, daB kein AnlaB Yorliege, Messungen und Zablungen 
grunds'atzlicb yersebieden zu bebandeln. Im ubrigen sind natiirbcb 
zwiscben den beiden Klassen yon Beobacbtungen TJnterscbiede vor- 
banden. In dieser Beziebung moge bier nur auf einen Punkt hin- 
ge wiesen werden. Der statistiscbe Versucb bietet, weil er seinem 
Wesen nacb KoUektiyxeibe ist, unter gewissen Umstanden zugleicb 
aucb die Moglicbkeit, StreuungsgroBen und damit UnsicberbeitsmaBe 
zu berecbnen. Bei der einmaligen Messung einer TJnbekannten fallt 
diese Moglicbkeit fort. 

§ 175 . Zum Scblusse wollen wir die yorstebenden Bemerkungen 
liber die statistiscbe Beobacbtung nocb yon den Einscbrankungen be- 
freien, die aus der Besonderheit des zugrunde gelegten Urnenscbemas 
entspringen. Die statistiscbe Zablung liefert, allgemein gesprocben, 
als Ergebnis eine gewisse beobaebtete Verteilung U, die yon einem 
Oder yon mebreren Argumenten abbangt. Gesucbt wird dazu die ent- 
sprecbende tbeoretiscbe Verteilung 923, die auBer den Argumenten yon 
U aucb nocb gewisse Parameter entbalt, die als die eigentlicben Un- 
bekannten des Problems auftreten. Der Ansatz zur Losung der Auf- 
gabe bestebt dann darin, daB man fur die beobacbteten Wertsysteme- 
der Arguments die Gleicbungen 923 = U aufstellt, deren weitere Be- 
bandlung sicb yersebieden gestaltet, je naebdem einer der naebstehen- 
den drei PaUe yorliegt. 

Der erste Fall tritt ein, wenn die Gleicbungen 923 == U durcb ein ge- 
wisses Wertsystem der TJnbekannten befriedigt werden und gleicbzeitig 
zur yolligen Bestimmui^ der TJnbekannten ausreicben. Die Aufgabe- 
ist dann, wie man zu sagen pflegt, bestimmi-^ ibre LSsung ist gefunden,. 
sobald man das System 923 = 11 nacb den TJnbekannten aufgelost bat. 

Wenn zweitens die Gleicbungen 923 = U durcb unendlicb yiele 
Wertsysteme der TJnbekannten befriedigt werden, so ist die Aufgabe- 
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schlechthin unbestimnit. Man mag dann immerhin versnchen, an der 
Hand des JBayesschen Prinzips wenigstens eine wabrscheinlicliste 
Losnng aufzustellen, muB sich aber dabei gegenwartig balten, daB 
keine logische Deduktion die tatsachlicbe Liicke in dem Beobachtungs- 
material wirklich. ausznfullen vermag. Ans einem Nicbtwissen laBt 
*sicli kein Wissen erzeugen — ilber diesen Satz hilft keine Knnst der 
Walirscbeinlichkeitsrecbnnng hinweg. 

Brittens endlich kann es vorkommen, daB die Grleichiingen 2B = U 
durcli kein einziges Wertsystem der Unbekannten befriedigt werden, 
sondern einander widersprecken, weil den beobackteten U-GrroBen die 
nnansgeglickenen Wirkungen des Zufalls ankaften. Dieser Fall ist 
besonders wicktig, zumal man ikn sekr oft absicktlick kerbeifiikrt. 
Wir werden ikn jedoch kier nickt weiter bekandeki^ weil der Gegen- 
stand in die sogenannte Ausgleicknngsrecbnung gekort, die ein be- 
sonderes Kapitel der angewandten Matkematik mit eigenen Problemen 
nnd Metkoden bildet. Nnr beilanfig mag bemerkt werden, daB man 
gerade in der Ausgleicknngsrecknung eine Zeitlang ansgiebig mit dem 
^a^^scken Prinzip nnd seinen wahrsckeinlicksten Losungen operiert 
kat, daB jedock diese Bekandlnngsweise in dem Angenblicke anti- 
-quiert war, als die „Tkeoria combinationis etc/^ yon Gau^ ersckien. 
Freilick ist das auck kente nock nickt allgemein znm BewuBtsein 
gekommen. 

Der Ansatz SB = U, der jedes beobacktete U zu seinem Reckte 
kommen laBt, bildet unbeschadet praktisck erlaubter Abkurznngen 
nnd Yereinfacknngen das Fundament fiir die rationelle Bekandlung 
statistiscker Beobacktungen, sobald es sick darnm kandelt, ans dem 
beobackteten Vi(x) eine tkeoretiscke Verteilung SB(rc) zu ermitteln, 
deren Gestalt je nack den Umstanden kypotketisck oder auf Grund 
anderweiter Erfakrungen gegeben sein kann. Genan die gleicke Form 
des Ansatzes kommt zum Yorsckein, wenn man daran gekt, statt 
einer einzelnen Messung Reilien von Messungen zu untersucken, so 
daB auck bei der verallgemeinerten Aufgabe kein Grund bestekt, 
Zaklung und Messung grundsatdich voneinander zu sckeiden. 


Zwanzigste Yorlesung, 

Numerische Bearbeitimg: direkte Mittelkildung. 

§ 176. Die Frage, wie die reckneriscke Bearbeitung einer be- 
obackteten KoUektivreike zu gestalten sei, war bisker nur fliicktig 
gestreiffc worden. Wir kaben daker diesen Gegenstand, der zugleick 
den AbsckluB unserer DarsteUung bilden soli, nock des nakeren zu 
erortern. 
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Da die Dinge, die Objekt der KollektivmaBlelire werden konnen, 
eine aufierst bunte Manni^altigkeit bilden, so wird man von vom- 
herein daranf verzichten, far den Rechnungsgang eine feste, anf alie 
vorkommenden Falle gleich gut passende Schablone herrichten zn 
wollen^ zumal bei der Behandlung beobachteter Zablen iiberall auch 
die Beschaffenheit der benutzten Beobachtungen mitzusprechen bat. 
Der Recbner wird sich ja stets die Entstebungsweise der vorgelegten 
Zablen gegenwartig zu balten and dabei zu fragen baben, ob und 
wieweit die etwa vorhandenen besondereu TJmstande einen besonderen^ 
von der gewobnlicben Regel abweichenden Weg notwendig macben; 
das Werk von Fechner entbalt in dieser Beziebnng mancbe fur die 
KollektivmaJBlebre beberzigenswerte Winke und Beispiele. Unter 
diesen Umstanden werden wir uns also bier darauf bescbranken^ all- 
gemeine Gesicbtspunkte bervorzubeben und an Beispielen zu erlautern. 

Wablt man als matbematiscbe Grundlage der KoUektivmaBlebre 
die C^-Reibe, so erscbeint als nacbstes Ziel der Recbnung die Br- 
mittelung der GroBen, die wir unter dem Namen „numeriscbe Ele- 
mente" zusammengefaBt baben. Hierbei entstebt sogleicb die Frage, 
wieviele von diesen Elementen zu bereebnen oder mit anderen Worten^ 
wieviele Glieder der <^-Reibe mitzunebmen seien. Denn wenn man 
auf der einen Seite wunschen muB, daB die Recbnung aus einer vor- 
gelegten Kollektivreibe alles das berausbole, was die Beobacbtung an 
erkennbarer GesetzmaBigkeit in sicb scblieBt, so wird man auf der 
anderen Seite, um Recbenarbeit zu sparen, mit der Gliederanzabl der 
#-Reibe nicbt weiter geben woUen, als jedesmal gerade notig ist. 
Enter solcben Umstanden bestebt der natxirlichste und seitber aucb 
vorwiegend innegebaltene Weg darin, daB man scbrittweise vorgebt 
und in dem Bilde der beobacbteten Kollektivreiben zunaehst nur die 
groberen, durcb die Elemente niedrigerer Ordnung cbarakterisierten 
Ziige aufsucbt, mit dem Vorbebalt, die Fragestellung nacb und nacb 
aucb auf die weniger augenfalligen Ziige auszudebnen. Eine gute 
Erlauterung bierzu liefert das Verfabren der Meteorologie, bei dem 
wir desbalb einen Augenblick verweilen wollen. 

§ 177. Die Meteorologie ist in demjenigen Teile, den man fuglicb 
als den „bescbreibenden^^ bezeicbnen kann, der Hauptsacbe nacb eine 
— allerdings robe — KoUektivmaBlebre der Witterungserscbeinungen. 
Um das deutlicb zu macben, ist nur notig, das Verfabren des Meteoro- 
logen in die uns gelaufige Ausdrucksweise der KoUektivmaBlebre zu 
iibersetzen, wobei wir der Ktirze balber und um die VorsteUung zu 
fixieren, ein bestimmtes meteorologisebes Element, z. B. die Luft- 
temperatur, herausgreifen woUen. 

Die tbermometriscben Aufzeicbnungen des meteorologiscben Be- 
obacbtungstagebucbs bilden eine Urliste, deren Glieder zunacbst durcb 
ibre zeitliche Reihenfolge unterscbieden sind. Von den veranderlicben 

Bruns, Wahraclieinliclikeitsreclinnng. 16 
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Merkmalen jedes Grliedes werden in erster Linie nur drei beriick- 
sichtigt, namlicli der beobacMete ZaMenwert, sodann der Stunden- 
winkel der Sonne oder die Tageszeit, endlicb die Lange der Sonne 
in ibrer Babn oder die Jahreszeit. Die beiden letztgenannten Merk- 
male dienen dazu, die Urliste anf verschiedene Arten in Kollektiv- 
reihen zu spalten, die als einziges Argument nur nocb den beobachteten 
ZaHenwert enthalten. Anfangs bescbrankte man sich nun darauf, 
nur das erste numerische Element jeder Eollektivreibe; namlich das 
aritbmetische Mittel der beobachteten Werte oder den Argument- 
durcbschnitt berzuleiten. Dann kam man zu der Einsicht^ daB dieses 
Mittel als klimatologiscbe Cbarakteristik zwar wesentlich und not- 
wendig, aber fiir sick allein unzureicbend sei; beispielsweise bat eine 
mittlere Januartemperatur von + 1.2® eine sebr verscbiedene Bedeutung, 
je nacbdem die Einzelwerte starker oder scbwacber um den Mittel- 
wert berum ausgestreut sind. Man ging desbalb dazu uber, neben 
dem Argumentdurcbscbnitt aucb MaBgroBen fiir die Streuung auf- 
zustellen; die neben strengeren Metboden liblicbe Angabe der so- 
genannten Extreme und ibrer Mittelwerte ist in der Tat nicbts anderes^ 
als eine, allerdings robe, Scbatzung der Streuung. 

Gegenwartig ist man nun nocb einen Scbritt weiter gegangen. 
Konstruiert man namlicb aus den KoUektivreiben der Tempei'atur die 
Verteilungskurven, so baben letztere im allgem einen die gewobnlicbe 
Form, bei der ein Maximum mit Abfall nacb beiden Seiten auftritt. 
Nun ist es aber fiir das Verstandnis der meteorologiscben Vorgange 
durcbaus nicbt gleicbgiiltig, ob die Kurven merkbcb symmetriscb oder 
merklicb unsymmetriscb verlaufen, denn im letzteren Falle muB man 
scblieBen, daB die Ursacben, die eine Anderung erzeugen, zu beiden 
Seiten des Mittelwerts ungleicb wirken. Desbalb werden jetzt aucb 
die sogenannten „Gipfelwerte^^, d. b. die Maxima der Verteilungskurven, 
in die Untersucbung bineingezogen. Diese Berucksicbtigung der 
Gipfelwerte ist aber nicbts weiter, als eine weniger vollkommene Form 
fur das, was bei unserer Darstellung der KoUektivreiben in praziser 
Gestalt durcb die D-Koeffizienten zum Ausdruck gebracbt wird. 

Aus den vorstehenden Bemerkungen ersiebt man, wie die in der 
Sacbe liegende Notwendigkeit von selber dabin drangt, daB die 
meteorologiscben Kollektivreiben voUstandiger und scbarfer, als es 
seitber geschab, den Grundsatzen der KollektivmaBlebre unterworfen 
werden. Andererseits erkennt man aber aucb, daB es fur die Ent- 
wicklung der Bdimatologie scbwerlicb von Vorteil gewesen ware, 
wenn man von Anfang an auf die „Ausscbopfung" des Beobacbtungs- 
materials batte ausgeben woUen. Das Gleicbe gilt aucb von anderen 
Gebieten, auf denen die KollektivmaBlebre dazu berufen ist, als 
Untersucbungsmetbode eine RoUe zu spielen: die Einsicbt in das, 
was die numeriscben Elements niedrigerer Ordnung erkennen lassen. 
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ist zu Anfang wichtiger, als die Vollstandigkeit des aufzustellenden 
Eiementensystems. 

§ 178. Die ^-Reihe, von der wir seither ausgegangen sind, ist 
nur ein besonderer Fall aus einer unendlicben Mannigfaltigkeit von 
Darstellungsformen; die ebenfalls zur Grundlage der KollektivmaBlebre 
gemacht werden konnten. Will man nun von dem besonderen Falle 
abseben und das schlieBliche Ziel der reclinerischen Behandlung all- 
gemeiner formulieren, so laBt sicb folgendes aussagen. Das zu er- 
strebende Zxel ist in der KollektivmaBlelire wie in anderen messenden 
und zablenden Wissenscbaften die Verdiclitung jeder Beobacbtungs- 
reibe in eine Form el, die alles das ausspiicbt, was die Beobacbtung 
an erkennbarer GesetzmaBigkeit in sicb schlieBt; man erreicbt dadurcb, 
daB die Beobacbtung von der Formel vertreten werden kann. Sind 
also in unserem Falle zu einem vorgelegten K.-G. die beobacbteten 
Werte der Summenfunktion ©(^•) gebildet, so bandelt es sicb darum, 
einen analytiscben Ausdruck A{x) aufzustellen, der das beobacbtete 
S(a;) nicbt bloB im groBen und ganzen, sondern, wie man kurz zu 
sagen pflegt, „erscbopfend" wiedergibt. Hierzu ist keineswegs er- 
forderlicb, daB die zwiscben Beobacbtung und Recbnung librigbleibenden 
Differenzen © — A durchweg verscbwindend klein ausfallen, denn 
die beobacbteten Werte von ^{x) entbalten die Reste unausgeglicbener 
Zufalligkeiten, deren Wiedergabe kein Interesse besitzt, weil ja A{x) 
vor allem die in ©(rr) vorbandenen GesetzmaBigkeiten zum Ausdruck 
bringen soil; man wird im Gegenteil wtinscben, daB jene Zufallsreste 
in A{x) eine Ausgleicbung ei'fahren. Darum genugt es fiir die so- 
genannte erscbopfende Darstellung, wenn die Differenzen © — A nach 
GroBe und Gruppierung so bescbaffen sind, daB sie unbedenklicb als 
die nicbt weiter zu beseitigenden tJberbleibsel zufalliger Umstande 
angeseben und desbalb auBer Betracbt gelassen werden konnen. 

Siebt man sicb nun die vorstebend formulierte Aufgabe genauer 
an, so ergibt sicb, daB sie in drei Teilaufgaben zerfallt. Erstens 
namlicb ist die Gestalt der analytiscben Funktion A{x) festzustellen, 
die im allgemeinen gewisse, vorlaufig unbekaimte und aus den Be- 
obacbtungen zu erinittelnde Parameter entbalten wird. Zweitens sind, 
um den AnscbluB von A{x) an ®{x) zu bewerkstelligen, die nume- 
riscben Werte jener Parameter aufzusucben. Drittens endlicb batte 
man Kriterien ausfindig zu macben, nacb denen man zu beurteilen 
vermag, ob die iibrigbleibenden Differenzen & — A als die Reste un- 
ausgeglicbener ZufaUigkeiten angeseben werden durfen oder nicbt, 

§ 179. Zu der ersten Teilaufgabe ist zu bemerken, daB es 
Falle gibt, in denen die Gestalt der Funktion A(x) von vomberein 
bestimmt und bekannt ist. Hat man z, B. Versucbe mit Wiirfeln 
Oder Glucksspielen oder anderen dem TJrnenscbema unterworfenen 
Vorgangen angestellt, so wird es gewobnlicb keine besonderen 

IG* 
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Schwierigkeiten bieten^ yermittelst der Lehrsatze der W.-R die ge- 
sucbte Funktion A{x) genau zu definieren und in geeigneter Weise 
analytisch anszudrticken. Diese Falle bilden indessen nur eine be- 
scbeidene Minderbeit: als Regel bat zn gelten, daB die Funktion A{x) 
zunacbst aucb ibrer Form nacb unbekannt ist. Da femer A{x) in 
den Fallen, wo man es sicber kennt, die allerverscbiedensten Gestalten 
annebmen kann, so wird man bis zum Beweise des Gregenteils rubig 
bebaupten diirfen, daB das Gleicbe aucb in dem Gebiete der unbekannten 
A(x) gelte. Aus diesem Grunde ist man — yon besonderen Fallen 
abgeseben — in der KoUektiymaBlebre darauf angewiesen, bei der 
Ansetzung von A{x) solcbe analytiscben Gebilde zu benutzen, die 
eine willkurlich gegebene Summenfonktion darzustellen yermogen und 
zu dem Ende unendlicb yiele yerfdgbare Parameter entbalten. Das 
verlangte A{x) wird also yermittelst eines unendlicben Prozesses auf- 
gebaut, der selbstyerstandlicb konyergent sein muB, da er andernfalls 
yon yomberein unbrauebbar sein wiirde. Die Konyergenz bewirkt 
dann, daB bei den numeriscben Anwendungen der ProzeB scbon im 
endlicben abgebrocben werden dar£. 

Die Kotwendigkeit, in der KollektiymaBlebre von der Darstellung 
willhllrliclier Verteilungen auszugeben, ist friiber teils ganz iiberseben, 
teils ungentigend beriicksicbtigt worden. Gleicbwobl ist dieser Punkt 
wesentlicb, denn wenn man fiir den darstellenden Ausdruck A{x) yon 
yomberein und allgemein eine hestimmte Funktion mit feststebender 
Parameterzabl zugrunde legt, so yerfallt man in denselben prinzipiellen 
Febler, den man fruber beging, als man beobacbtete Kollektivreiben 
in das gewobnlicbe Exponentialgesetz bineinzuzwangen yersucbte. 

In dem bisberigen Gauge unserer Untersucbung baben wir nun 
die Darstellung willkurlicber Verteilungen auf die ^-Reibe gestutzt, 
die aus der asymptotiscben Gleicbung 

8g(y-x)= (n = o, I, 2, . • •) 

entspringt. Diese ^-Reibe werden wir aucb jetzt ausscblieBlicb be- 
nutzen, um die verlangten Funktionen A{x) zusammenzusetzen. Damit 
ist selbstyerstandlicb nicbt ausgescblossen, daB nocb andere praktiscb 
braucbbare und unter Umstanden sogar vorteilbaftere Reibenentwick- 
lungen yorhanden sein kbnnen; ebenso ist es sehr wohl moglicb, daB 
die Erfahrung bei weiterer Entwicklimg der angewandten Kollektiy- 
maBlebre gescblossene Ausdriicke mit maBiger Parameteranzabl kennen 
lebrt, die zwar nicbt allgemein, wobl aber fiir gewisse Klassen yon 
KoUektiyreiben eine erscbopfende Darstellung liefern. 

§ i8o. Ist die Form des darstellenden Ausdruckes A{x) fest- 
gesetzt, so bat als nacbster Scbritt die numeriscbe Ermittelung der 
in A(x) vorbandenen Parameter zu folgen. In unserem Falle treten 
als unbekannte Parameter die numeriscben Elemente der 0-Reibe 
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auf, wobei zu bemerken ist, daB die Berecbnung dieser Elemente 
aucb dann nocb eine Bedeutung besitzt, wenn far A(x) statt der 
^-Reihe ein geschlossener Ausdruck gegeben ist. Dena eia solches 
A{x) laBt sicb stets aucb durcb eine 0-Reibe darstellen^ nur daB dann 
die numeriscben Elemente der Reibe bestimmte and bekannte Punktionen 
der in A{x) entbaltenen Parameter sind. Man kann also aus den 
Elementen der Reibe die Parameter von A{x) finden, wobei es fiir 
den Angenblick gleicbgultig bleibt, ob ein derartiger Recbnungsgang 
vorteilbaft ist oder nicbt. 

In den friiberen Abscbnitten waren nun zwei verscbiedene Wege 
zur Spracbe gekommen, die bei der Berecbnung der numeriscben 
Elemente benutzt werden konnen, nambcb erstens die direkte Mittel- 
bildung und zweitens die Auflosung eines Systems von linearen 
Grleicbungen. Wir bescbaftigen uns zunacbst mit dem ersten Yerfabren 
und wollen dabei der Einfacbbeit balber voraussetzen, daB es sicb 
um einen unstetigen K-Gr. bandele. Hierin liegt, wie wir bei der TJnter- 
sucbung liber den EinfluB der Abrundung geseben baben, keine 
wesentlicbe Einscbrankung der Allgemeinbeit, da im Fall der Stetig- 
keit nur eine gewisse Reduktion erforderlicb ist, die bei nicbt zu 
starker Abrundung mit voUer Sicberbeit ermittelt werden kann. 

In Ubereinstimmung mit der seitber benutzten Bezeicbnungsweise 
soU X das Argument, Vi{x) die Yerteilungsfunktion, ®{x) die Summen- 
funktion und m den Umfang des vorgelegten K.-Gr. bedeuten. Die 
Yerteilungstafel wird dann aus den zusammengebbrigen Wertepaaren 
der GroBen x und Vi{x) gebildet, wobei die Vi{x) aus den unmittelbar 
fiir das Argument x beobacbteten Mengen m'\X{x) durcb Division mit 
m entstanden sind. Ob man bei der Aufsucbung der Elemente mit 
den urspriinglicben GroBen oder mit den daraus abgeleiteten U 
recbnet, ist an sicb gleicbgultig, jedocb bat es in der Regel mancbes 
fur sicb, die beobacbteten Zablen mil moglicbst lange beizubebalten. 
Jedenfalls ist, wenn man die U benutzt, darauf zu acbten, daB ibre 
Summe streng den Wert Eins gibt, denn eine Abweichung biervon, 
die ja durcb Abrundung entsteben kann, ist stets lastig. Der zweck- 
maBigste Weg, die Summe der U genau auf den Betrag Eins zu 
bringen, ist folgender. Man erganzt das System der Halbierungspunkte, 
die zwiscben den beobacbteten x liegen, durcb Hinzufiigung der 
beiden Stellen ± cx), bildet fiir dieses vervollstandigte System durcb 
Aufsummieren der mVi{x) die Betrage der mS{x) einschlieBlicb der 


beiden Werte 


m©(— oo) = o, oo) = w, 


leitet daraus durcb Division mit m die ®{x) selber ber und gewinnt 
scblieBlicb durcb Subtraktion der aufeinanderfolgenden ®{x) die Vi{x), 
Bei dieseru Yerfabren wird offenbar die Summe der U streng gleich 
Eins, In abnlicber Weise wird man, wenn etwa die beobacbteten 
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mVi mit den aus der ^-Reilie berechneten Zahlen verglicben werden 
sollenj die theoretischen mVi nicht durch Mnltiplikation der berecbneten 
U mit m bilden, sondern durch Subtraktion aus den vermittelst der 
0 -Eeihe berecbneten Werten von on^{x). 

§ i8i. Bei der Berechnung der Elemente kann man sich zunachst 
an die Gleichungen halten, durch die die einzelnen Elemente definiert 
‘werden. Danach hat man, wenn mit den beobachteten Mengen wU 
gerechnet wird, mit der Bildung der fiber alle beobachteten x er- 
streckten Produktsumme 

Sit? • mU{x) = m^{x) 

zu beginnen, woraus das erste Element c = S)(a?) folgt. Dann setzt 
man die Grofien y ^ x — e nebst deren Potenzen y^, y% * • • an und 
und bildet die Produktsummen 

'Ety”iHU{x) = (i) 

X 

in denen n der Reihe nach gleich 2,3,...^ zu nehmen ist, wenn 
den hochsten noch mitzunehmenden D-Koeffizienten bedeutet. Die 
Summe fiir w == 2 liefert den Wert von m str(it?)^, woraus das zweite 
Element str(it?) und mit 

2h^ str = I 

der normale Wert des Parameters h folgt. Multipliziert man ferner 
die fiir = 3, 4, , . . gefundenen Produktsummen mit . so er- 

geben sicb die Werte von 

aus denen nach Division mit w die noch fehlenden Elemente 

als lineare Verbindungen mit fasten Zahlenkoeffizienten zusammen- 

zusetzen sind. 

Ein zweiter Weg ergibt sich, wenn man nicht sogleich auf die 
KTormalform ausgeht. Mit der irgendwie gewahlten GroBe e bilde 
man die Werte von 0 ^ x — e und dazu die Potenzen von 8 . Dann 
bereehne man die fiber alle beobachteten x erstreckten Produktsummen 

mVi{x) == m (2) 

fur w ==== I, 2, 3, - • . und bilde aus den beiden ersten Summen die 
Elemente ^{x) und str(a?) nach den Gleichungen 

S)(^) = ©(ij?) — stT{x)^ = 

Ferner rechnet man die GroBen mit dem normalen h und 

findet daraus die Durchschnitte 


( 3 ) 
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die schlieBlict nocli nach den Pormeln in § 99 auf die normalen 

zu reduzieren sind. 

Das vorstehende zweite Verfahren erscheint zunachst als ein 
Yollig iiberflussiger TJmweg, da man die anfangs eingefuhrte GroBe e 
nacbtraglich bei dem Ubergange auf die Normalforin wieder fort- 
zuscbafifen hat. Die Sache gewinnt jedoch sofort ein anderes Gesicht^ 
wenn die x ganzzahlig sind und eine groBere Anzahl ron Kollektiv- 
reihen zu bearbeiten ist. Denn dann werden, wenn man fur e eine 
gauze Zahl wahlt, die z ebenfalls ganze Zahlen; man braucht also 
die Tabelle der nur einmal zu berechnen und kann sie notigenfalls 
in einer fiir die Rechnung bequemen Gestalt vervielfaltigen lassen. 
Dadurch wird die Mehrarbeit, die aus dem Ubergange von (3) auf die 
Normalform erwachst^ reichlich wieder eingebracht. 

Rechnet man auf einem der beiden bier skizzierten Wege ein 
langeres Beispiel durch, so erkennt man bald, daB der lastigste Teil 
der Arbeit die Bildung der Produkte oder z” 7 nVi ist. Die 

Ursache davon liegt weniger in der Menge der auszufuhrenden 
Multiplikationen, als vielmehr darin, daB die einzelnen Produkte in 
der Hauptsache unabhangig voneinander entstehen. Infolgedessen 
ist man behufs durchgreifender Kontrolle der Zahlen zu einer Wieder- 
holung der Rechnung genotigt; wenigstens ist es mir nicht gelungen, 
fiir die beiden angefuhrten Methoden KontroUgroBen ausfindig zu 
machen, deren Benutzung vor der doppelten Rechnung allgemein den 
Vorzug verdiente. Unter diesen Umstanden ist es von Belang, daB 
man noch ein drittes Verfahren entwickeln kann, das zwar mit der 
Unbequemlichkeit eines starkeren Ziffemverbrauchs behaftet ist, dafiir 
aber andere wert voile Vorziige besitzt, die jenen Mangel mehr als 
aufwiegen. Dieses Verfahren, das man kurz als die Siimmemnetliode 
bezeichnen kann, soil nunmehr behandelt werden. 


Einundzwanzigste Vorlesung. 

Nnmerisclie Bearl>eitung: Snniinenmetliode (I. Pom). 

§ 182. Die Summenmethode, mit der wir uns jetzt zu beschaftigen 
haben, beruht auf dem Verhalten der sogenannten Summenreiheu. 
Diese Reihen haben auf einem andem Gebiete des wissenschafblichen 
Eechnens, namlich bei der numerischen Integration, schon seit bald 
einem Jahrhundert eine ausgiebige Verwendung gefunden, die aller- 
dings auBerhalb des Ki^eises der berufsmaBigen Rechner von jeher 
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ziemlicli unbekaiuit geblieben ist. Cbarakteristiscli fur die hierher 
gehdrigen Methoden ist, daB sie vorwiegend nicht mit geschlossenen 
fertigen Ausdriicken arbeiten, sondern mit einfachen und leicbt zu 
bescbreibenden Reclinungsprozessen, wie das ixn einzelnen weiterhin 
zum Vorscbein kommen wird. 

Der Gebrauch der Summenmetbode ist an eine Bedingung ge- 
bunden, die bei beobachteten KoUektivreiben nur ausnabinsweise nicht 
erfiillt ist und die wir mit Rucksicbt auf den weiterbin befolgten 
Recbnungsgang als „Einfubrung des Nummernarguments^^ bezeicbnen 
konnen. Es ist zunacbst anzugeben, um was es sicb bierbei bandelt. 

Die weitaus uberwiegende Mebrbeit der beobacbteten Verteilungs- 
tafebi ist so bescbaffen, daB sicb die Abstande zwiscben den notierten 
Argumentwerten als ganzzablige Vielfacbe einer GroBe & darstellen 
lassen, die z. B. bei den stetigen Reiben mit aquidistanten Wecbsel- 
punkten durcb die konstante Teilstreckenlange gegeben ist. Bezeicbnet 
. danu a irgend ein notiertes Argument, so ist fiir jedes andere notierte 
' Argument x die DifPerenz x — a ein Vielfacbes von &, und man darf 
demgemaB ansetzen 

a+hX, (i) 

wobei X immer eine ganze Zabl bedeutet. Verscbiebt man den 
Punkt a um ein Vielfacbes von 6, so andern sicb die X gleicbmaBig 
um eine bestimmte ganze Zabl. Man kann also a so wablen, daB 
zu dem niedrigsten vollen x der Wert Z = i, und zu den nacb- 
folgenden x die Werte aus der Reibe X = 2, 3, ... geboren. Ebenso 
kann man, da negative Werte von 6 nicbt ausgescblossen sind, a aucb 
so wablen, daB zu dem groBten vollen x wiederum der Wert X = i, 
und zu den vorangebenden x die Werte aus der Reibe X = 2, 3, . . . 
geboren. Das so bestimmte neue Argument X wollen wir fortan 
als Nummernargument bezeicbnen. Ferner setzen wir voraus, daB das 
Argument des zu untersucbenden K.-G. — wenn notig durcb eine 
vorbergegangene Transformation nacb (i) — in die Form desNummern- 
arguments gebracbt worden sei, daB also die Kollektivreiben, bei denen 
eine solcbe Transformation nicbt angangig ist, von der TJntersucbung 
ausgescblossen bleiben. 

§ 183. Bei der Herleitung der Summenmetbode geben wir von 
dem nacbstebenden und sogleicb zu erlauternden GrBBenscbema aus: 


a{- 2) 

a{-i) 

a{o) 

a(i) 

a(2) 

,&(- 2) 

H-i) 

Ho) 

Hx) 

1 ( 2 ) 

c{- 2) 

e{-i) 

c{o) 

c(i) 

e{2) 


Die Zeicben a{h), deren Reibe nacb recbts und links vorlaufig nicbt 
begrenzt sein soli, bedeuten gegebene Zablen, die weiterbin immer 
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ganz und positiv sein werden. Die Grrofie 'bQi) entsteht, wenn man 
alle links von aiji) stehenden a-Werte summiert, d. b. es ist 

IQi) = aQi — i) + a{Ji — 2) + aQi — 3) + • • • . (2) 

Ebenso entsteht c(h) durch Summation der links von 6(/i) stebenden 
b-Werte, so daJB 

cQi) = IQi — i) + h{li — 2) + - 3) H (3) 

wird. In dieser Weise gebt es weiter zu den folgenden Zeilen des 

Schemas. 

Die hQi), c{h)j ... liefern die sogenanten Summengrofim erster, 
zweiter usw, Ordnung. 

Alls den Definitionsgleicbungen der cQi), . . . folgt soforfe 
IQi + 1) >— hQi) == aQi) , 

usw. 

Sind also z. B. auBer den a{h) die Werte von 6(1), e{i), ... gegeben^ 
so entsteben die darauf folgenden Werte durcb die Operationen 

&{2) = 6(1) + a(i), J(3) = &(2)H-a(2), ... (4) 

e(2) = c(i) + &(i), c(3)==c(2) + &(2), ... (5) 

nsw. 

Setzt man fiir die aQi) durcbweg positive ganze Zablen (mit BinscbluB 
der Null), so miissen, damit die 6(A), c(A), ... nicbt unendlicb werden, 
die a (A) links von einer gewissen Nummer bestandig null sein. Wir 
woUen demgemaB festsetzen, daB die GroBen 

«.(o), a{-i), air- 2), ••• 

durcbweg verscbwinden. Es wird dann 

6{i)==o, c(i) = o, usw., 

so daB die vorbin angegebene Recbnung sofort beginnen kann. 

tiber die Fortsetzung des Schemas nacb recbts ist zu bemerken, 
daB bei der numeriscben Bearbeitung von XoUektivreiben die recbts 
von einer gewissen Nummer stebenden a (A) bestandig verscbwinden, 
und daB ferner, wenn a (A) das letzte von Null verscbiedene a{h) be- 
deutet, die Recbnung nur bis 6(A + i), < 3 {A + i)? • . • durcbzufubren ist. 

§ 184. Urn den vorstehenden Ansatz nocb deutlicher zu macben, 
moge als Beispiel die folgende, 14 Glieder umfassende Reibe der 
GroBen a(i), ... behandelt werden. 

6 36 78 149 161 183 134 


114 74 34 


19 


lO 


o 


( 6 ) 
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Die nachsteLende Tabelle I enthalt den Anfang der Reclmnng. IHe 
NuUspalten mit a(o), i) usw. sind, da sie jetzt keinen Zweck mehr 
haben, einfach fortgelassen. Die Zeile uber dem Stricb gibt die 
Spaltennummern an^ ferner sind linker Hand die Zeilenbucbstaben a,!),.., 
angesetzt. 

^ TabeUe 1 . 



I 

2 

3 

4 

5 • ' 

a 

6 

36 

78 

14Q 

161 . . . 

1 

0 

6 

42 

120 

269 . . . 

c 

0 

0 

6 

48 

168 . . . 

d 

0 

0 

0 

6 

54 • • • 


Nacbdem man das Rechenscbema dnrcli Eintragung der Spaltennumniern 
und der Zeilenbucbstaben Yorbereitet bat, tragt man in die a-Zeile 
die ^iJ-Gro6en aus (6) ein. Darauf setzt man in der t-Zeile den Anfangs- 
wert &(i) = o an und recbnet nun nacb (4) 

J)(2) == 6(1) + a{i) = o + 6 6, 

&(3) == &{ 2 ) + a{2) 6 + 3b - 42 , 

usw. 

1 st die J-Zeile fertig, so tragt man auf der c-Zeile das Anfangsglied 
(»(i) = o ein und recbnet naeb (5) 

c{2) == c[i) + 6(1) = o + o =- o, 

c[3) = o{2) +• &( 2 ) = 0 + 6 = 6 , 

usw. 

In derselben Weise entsteht dann die c?-Reibe aus dem Anfangsgliede 

Die bescbriebene Anordnung der Recbnung ist an sicb hinreichend 
einfaeb und iibersicbtlicb, aber nicbt sonderlicb bequem fur die bei 
solcben Arbeiten unentbebrlicbe Kontrolle. Aus diesem Grunde empfieblt 
es sicb, die in Tabelle I benutzten Tierzeiligen Spalten nicbt neben, 
son dem untereinander zu setzen, soweit es das Papierformat zulaBt. 
Eine Vorstellung biervon gibt die Tabelle II; in welcber jedocb des 
Druekes wegen, 3 Spalten zu zo Zeilen statt einer einzigen Spalte 
zu 60 Zeilen angesetzt worden sind. 

Das Schema entbalt 15 Felder, von denen die 14 ersten den Spalten 
entsprecben, die in Tabelle I aus den 14 in (6) entbaltenen a-GroJSen 
entsteben. Das iS-te Feld dient dann fur die Grofien 6(15), 

bis zu denen im vorliegenden Falle die Recbnung geben soli. 
Jedes Feld entbalt linker Hand die Feldnummer, die mit der Spalten- 
nummer in Tabelle I ubereinstimmt, und daneben die Zeilenbucb- 
staben. 
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TabeUe H. 


I. a 

6 

6 .a 

183 

' I i.a 

19 

I.b 

0 

6.b 

430 

j I I.b 

969 

I.C 

0 

i 6.C 

437 

' II.C 

4023 

i.d 

0 

6.d 

1 

222 

' I I.d 

8 321 

2. a 

36 

7 .a 

134 

I2.a 

10 

2.b 

6 

7 .b 

613 

i2.b 

988 

2 .C 

0 

7 .C 

867 

12.C 

4992 

2.d 

0 

7 .<i 

659 

i2.d 

12344 

3 .a 

78 

8.a 

114 

i 3 -a 

0 

3 .b 

42 

8.b 

747 

13 - 1 ' 

998 

3 .C 

6 

1 8.C 

1480 

1 13.C 

5980 

3 -<i 

0 

1 8.d 

1526 

i i 3 -d 

17 336 

4 .a 

149 

9. a 

74 

I4.a 

2 

4 .b 

120 

9 .b 

861 

i4.b 

998 

4 .C 

48 

9 -C 

2227 

14.C 

6978 

4 .d 

6 

9 .<i 

3006 

I4.d 

23 316 

5 .a 

161 

io.a 

34 

15-a 



5 .b 

269 

lo.b 

935 

i 5 .b 

I 000 

5 -c 

168 

lO.C 

3088 

1 5-c 

7.976 

5 -d 

54 

lo.d 

5233 

1 5 -d 

30294 


Nachdem das Schema mit der Feldereinteilung vorbereitet ist, 
tragt man auf den a-Zeilen die in (6) angesetzten GroBen ein 
nnd sperrt der Sicherheit lialber die Zeile 15. a durcb einen Strich 
Darauf summiert man in einem Zuge die eingetragenen aQi), setzt die 
Snmme in I5.b nnd kontrolliert die Summation sogleicb durcb Wieder- 
holung in umgekebrter Richtung, Nach dieser Vorbereitung wird in 
i.b der Anfangswert 6(1) = o eingetragen und schrittweise nach der 
Vorschriffc 

2A = i.6 + i.a, 3.6 = 2,& + 2.a; usw. 

gerechnet. Das Ende der Rechnung muB auf die bereits in 15.& 
stehende Endsumme fuhren^ womit offenbar alle 'b{h) kontrolliert sind. 
Jetzt werden weiter die h{h) von A = i bis 7^ = 14 in einem Zuge 
summiert: die Summe kommt nach 15.C und wird sofort nachgepruft. 
Darauf tragt man in i - <? den Anfangswert c(i) = o ein und berechnet 
schrittweise die folgenden c-GroBen, die wieder durch die bereits vor- 
handene Endsumme kontrolliert werden. In dieser Weise geht es 
weiter, bis alle Summenreihen, die man braucht, gefunden sind. 

Die Anzahl der Summenreihen, die man zu berechnen hat, hangt 
von der Zahl der Glieder ab, die in der ®-Reihe beriicksichtigt werden 
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soUen. Es wird sicli zeigen^ da6 man bis zu den Summen der Ordnung 
- 1 - I zu gehen hat^ wenn man die 2 )-Koeffizienten bis D{Cy h)^ er- 
mitteln will. Dieser Umstand ist bei der Anlegung des Felderscbemas 
zu berucksichtigen. Ferner kommt man, wenn die a{h) ganze positive 
Zablen sind, bei den boheren SummengroBen auf vielstellige Zablen_, 
was man ebenfalls bei der Anlegung des Schemas zu beachten hat. 
Hierbei mag als eine unscheinbare, aber praktisch keinesweg unwichtige 
AuBerlichkeit erwahnt werden, daB es zweckmaBig ist, die Zahlen 
etwas weitlaufig zu schreiben, da sich andemfalls bei den in einem 
Zuge auszufuhrenden Summationen das Auge leicht „verlaufen^^ kann. 

§ 185. Nachdem wir das Rechenschema fiir die SummengroBen 
kennen gelernt haben, ist nunmehr der Zusammenhang zwischen diesen 
GroBen und den gegebenen Zahlen a{h) zu ermitteln. Zu dem Ende 
soli zuerst die Bezeichnungsweise etwas abgeandert werden. 

Der auf ganzzahHge Werte beschrankten Veranderlichen X. werde 
die da von abhangende GroBe c(f{X.) zugeordnet. Wenn X die Zahlen 
I, 2, ... w durchlauft, so soil a{X) vorgeschriebene, im allgemeinen 
von ITull verschiedene Werte annehmen. Dagegen soil 0>{X) fiir die 
Argumentreihen 

X - o, ~ I, - 2, . . . 

X^n + i, n + 3, ... 

bestandig verschwinden. Dies festgesetzt bilde man die SummengroBen 
(X, i) = a(X — i) + a{X — 2) + • ■ •, 

(Z, 2)=.(X~-I, l) + (X-2, + 

(Z, 3)-(X-l, 2) + (Z^2, 2) + *-*, 

usw. 

Hierin entsprechen die a{X) den vorhin mit a(h) bezeichneten Zahlen, 
wahrend die (Z, p) die aus den a{X) entspringenden SummengroBen 
jp-ter Ordnung bedeuten. Aus den Definitionsgleichungen folgt 

(Z + I, jP + 1 )-(X, + = ( 7 ) 

Hieraus wiirde fiir p^o die Beziehung 

(Z+i, i)-(Z, i)==(Z,o) 

flieBen, der zufolge das vorlaufig nicht definierte Zeichen (Z, o) als 
mit a{X) zusammenfallend anzunehmen ist; man kann also die a{X) 
als die SummengroBen nuUter Ordnung auffassen. 

Weiter werde mit der Veranderlichen t die Reihe 

L[X) ^ (Z, I) + (Z, 2)t + (Z, 3W + • * • 

Oder kiirzer 

= + = ( 8 ) 
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gebildet. Multipliziert man darauf (7) mit P und summiert das Produkt 
nacli jp YOn jp = o an, so entsteht 

L{X + I) ~ L{X) ^ a{X) + tL{X) 

Oder 

L{X+i)-{i + t)L{X)^a{X) 

und daraus 

(I + + I) - (I + t)-^L{X) ^ a(Z)(i + r 

Ersetzt man hierin X durch i, 2^ und summiert die entstebenden 
Gleicbungen, so wird 

Nach den Definitionsgleichungen der (X, p) werden aber wegen des 
Verbaltens der a{X) die GroBen (i, i), (i, 2), . . . bestandig null, und 
das Gleicbe gilt wegen (8) von L{i), so daB man 

L(r+i) = i:a(X)(i + ^^--^ 

erbalt. Ersetzt man den Summationsbucbstaben X durcb Y—Z, so wird 

L{r+i)^'^a{Y-Z)(i + tr, ( 9 ) 

wobei Z Yon o bis X— i zu laufen hat, jedoch noch darxiber hinaus 
fortgesetzt werden kann, da a{Y— Z) fur X =* F, F+ i, ... durchweg 
Yerschwindet. Puhrt man nun die Binomialreihe 

(I + = iZ), + {Z)^f + {Z),f + • • • = 2 

P 

ein und ersetzt L{Y+ i) durcb die zugehorige Reihe, so wird 
2(r+ i,p + i)P = 

p z p 

woraus durcb Spaltung nacb den Potenzen Yon t die Relation 

(r+i,i, + i)=S«(r-^)(Z)^ (10) 

folgt. Damit sind die SummengroBen explizite durcb die a{X) aus- 
gedruckt. Aus den Summen in (10) sind nun zunacbst die Summen 
Tiber die Produkte a{Y — Z)Z^ herzuleiten. Hierzu dient ein ProzeB, 
den man fuglicb als das Recbnen mit Faarsummm bezeicbnen kann. 
§ 186. Pitr die Binomialkoeffizienten gilt der Ausdruck 

{Z)^^Z\iUA{Z~m, 

aus dem 
Oder 

{p + I) + p{Z)^ = Z{Z)^ (I I) 

folgt. Man denke sicb nun die Reibe der Binomialkoeffizienten 

(Z)„, {Z)„ {Z)„ {Z)„ ... (12) 
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hingescliriebeii und darauf die Grlieder dieser Reihe mit o, 2, 3^ . . . 
Oder ihrem Index multipliziert^ so daB die Reibe der Produkte 

o-{Z)„ i-{Z)„ 2.{Z)„ 3 -{Z)s,... (13) 

entsteht. Addiert man jetzt je zwei benacbbarte Produkte, so neb men 
diese Paarsummen wegen (ii) die Werte 

Z{Z),, Z{Z),, Z{Z),,,,, (14) 

an, d. h. es entstebt wieder die Reibe (12), jedocb multipliziert mit 
dem dem Faktor Z. Wiederbolt man nun den ProzeB an (14); so 
entstebt die Reibe 

Z^{Z)o, Z\Z\, z\z\,..., 

und so gebt es beliebig weiter. 

Der bescbriebene ProzeB soU nun aucb nocb an den durcb (10) 
bestimmten GroBen (r + i, + i) fiir jp = o, i, . . . ausgefubrt werden. 
Man bat also anzusetzen 

(r+i,i), (r+i; 2 ), (r+i, 3 ); ... 

dann die Produkte 

o-(r+i, i), i.(r+i, 2), 2.(r+i, 3), ... 

und daraus die Paarsummen zu bilden, die mit 

{Y + I, 1)1, [T + I, 2)1, {Y + I, 3)1, . . . 
bezeicbnet werden soUen. Der zweite Scbritt liefert die Produkte 
o-(i' +1,1)1, + 2-(r+i, 3),,... 

und dazu die Paarsummen 

(r+i, 1)2; • (r+ 1, 3)2, . . 

die dann in derselben Weise weiter zu bearbeiten sind. Dieser Pro- 
zeB bricbt von selber ab, wenn — wie es bei den Anwendungen der 
Pall ist — die SummengroBen nur bis zu einer bestimmten Ordnungs- 
nummer berecbnet vorliegen. 

Fubrt man endlicb nocb den ProzeB gleicbzeitig ^-mal an den 
beiden Seiten der Gleicbungen aus, die aus (10) durcb die Substitu- 
tion = o, I, . . . entsteben, so erbalt man die allgemeine Beziebung 

(r+ + 1)^ = i:a(r- z)z^{z)^. (15) 

Diese Gleicbung gilt aucb fur g; = o, wenn man unter (F+ i,^ + 1)0 
die AusgangsgroBen (F+ + i) verstebt und auf der recbten Seite 

Z^ durcb den Wert i aucb in dem Falle Z = o ersetzt. Pur jp =* o wird 

{Y+i,i\=^'^a{Y-Z)Z% (16) 

d. b. die Anfangsglieder der aus den {Y + + 1) gebildeten Paar- 
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summenreihen liefern die Werte der auf der recbten Seite von (i6) 
stebenden Potenzsummen. 

§ 187. Die bisber entwickelten Formeln soUen jetzt zur Her- 
leitung derjenigen Recbenvorscbriften dienen, die icb als die erste 
Form der Summenmethode bezeicbnen will. Zu dem Ende denken wir 
nns einen nnstetigen K.-G. mit dem Umfange m und der Verteilungs- 
funktion Vi{x) gegeben, dessen Argument — notigenfalls nacb einer 
vorbergegangenen Transformation — nur ganzzablige Werte annimmt. 
Hierbei soUen g und h das groBte und das kleinste voile Argument 
bedeuten und 

n = g~ic + i (17) 

gesetzt werden. Daneben fiibren wir das Nummernargument X durcb 
die Gleicbung 

X^x-l + i (18) 

ein, so dafi X von i bis n zu laufen bat, wenn man die vollstandige 
Reibe der fur HX^x) in Betracbt kommenden x von a? = bis x = g 
erbalten will. Setzt man nun fur die vorbin eingefiibrten GroBen 
a{i), , , . a{n) der Reibe nacb die Werte von mVcix)^ die ibrer Natur 
nacb ganzzablig sind, so ist 

a{i) = a{2) = +1), ... a{n) == mVi(g) (19) 

Oder zusammenfassend 

a(X) = a{x — + i) ^ 'niV^ix). (20) 

Da die yX{x) fur die x unterbalb i und oberbalb g verscbwinden, so 
gilt gleicbes von den a(X) fur die X unterbalb i und oberbalb wie 
es sein soil. Damit liefert die Gleicbung (16), wenn Y^n gesetzt 
wird, die Beziebung 

= Z)Zi 

Oder mit Z ^ g — x 

{n + I, i) =S a(a; — A- + i)(g — xy, 

’ X 

woraus wegen (20) 

(w + I, i) = m'E]X(x)(g — xy 

^ X 

Oder 

m® [(g — = (to + i, i)^ (21) 

folgt. Berecbnet man also die Summengrofien mit den in (19) an- 
gesetzten n GroBen a(X) bis zur Spalten- oder Peldnummer 
so ergeben die daraus durcb den PaarsummenprozeB abgeleiteten 
GroBen (n + die in (21) angesetzten D-GroBen, aus denen dann 
nocb die und die numeriscben Elemente berzuleiten sind. 
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Statt des Ansatzes (18) iind (20) kann man fiir das Nummern- 
argument auch die Gleiclmngen 

^ ' (22) 

a{X) = a{g — x + 1) = mU{x) 

ZTigruiide legen, nach denen die a{X) mit den in umgehrter Reihen- 
folge genommenen mVi{x) iibereinstimmen, da ja nach. (22) 

a[i) = mViig), a{2) = mU(g — - 1), • ■ • a{n) = mU{lc) (23) 
wird. Man erkalt dann aus (16) fiir Y=^n zunachst 
{n -1- I, 1)3 = S ffl(« — Z)Z^, 
darauB mit Z — x — k 


{n + I, i),j = a(^ — X -i- 1 ) (x — ky = m S U(fl;)(a: — 7cy 

m^[(x - ky] = (» + !, I),. (24) 

Aus (21) und (24) folgt noch f ur g; = dafi die erste Summengr 5 fie, 
namlicli {n+ 1, i), jedesmal den Umfang der KoUektivreike liefert. 

§ 188. Bevor die Entwicklung der EechenYorschriften weiter 
fortgesetzt wird^ moge das bisheidge Ergebnis an einem numeriscben 
Beispiele erlautert werden. 

Der ,, Thesaurus logarithmorum etc/^ von Vega enthalt in seinem 
ersten Teile die zehnstelligen Logarithmen fiir die Numeri von 10000 
bis loiooo. Die Logarithmen sind auf jeder Seite des Werbes in 
5 Spalten zu je 60 Zeilen untergebracht. Schon vor langen Jahren 
hatte ich nun die ersten 1000 Spalten daraufhin ausgezahlt, wie oft 
:sie eine Endnull, d. h. eine Null in der letzten Stelle enthalten. Die 
Zahlung lieferte oflFenbar einen K.-Gr. vom Umfange m — 1000^ dessen 
Glieder die genannten Spalten, und dessen Argument die Menge der 
EndnuUen jeder Spalte sind. Das Ergebnis war die nachstehende 
Yerteilungstafel, die keiner. besondern Erlauterung bedarf. 


Tabelle III 


X = I 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

7 nVi{x) = 6 

36 

78 

149 

161 

183 

134 

x= 8 

9 

10 

1 1 

12 

13 

14 

mM{x) = 1 14 

74 

34 

19 

10 

0 

2 


Hiemaeh kommt der Fall x ^ o nicht vor, ebenso fehlen die x ober- 
halb 14. Eine Transformation auf ganzzahliges Argument ist nicht 
^rst notig, und man hat 

1^1, 9 -=^ 14. 
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Die mVi(x) sind nun identisch mit den oben in (6) angefiihrten 
Zablen, die in Tabelle II weiter bearbeitet wurden. Demnacb konnen 
wir aus Tabelle II unmittelbar die fur den Ansatz (20) geltenden 
SummengroBen ausschreiben und erbalten 

{n + I, i) = 1000, {n + I, 2) =- 7976, {n + 3) = 30294. 

Daraus entspringen die Produkte 

o, 7976, 60588 

nebst den Paarsummen 

(9^ + 1,1)1 = 7976, (9^ + 1,2)1 = 68564 

und weiter 

{n + I, 1)2 = 68564. 

Demnacb ist nacb (21) 

99^S)[l4 — CG] = 7976^ 9>^S) [(14 ~ xf] = 68564. (25) 

Recbnet man nacb dem Ansatz (22), so sind in Tabelle II die mVi{x) 
in umgekebrter Reibenfolge einzutragen. Mit Unterdriickung der 
Zwiscbenrecbnung erbalt man 

(n + 1^1)== 1000, {n+ I, 2) = 5024, ( 9 ^ + I, 3) = 12582, 

daraus 

(w+ I; 1)1 -= 5024, { n + I, 1)2 = 30188 

und weiter nacb (24) 

99^2) [iU — i] = 5024, 99^2) [(ij? — i)^ = 30188. (26) 

Da nun fiir y = x — g oder y ^ x — It die Streuung aus 
str {xY = 3 )(^^) — ^{yY 

gefunden wird, so erbalt man mit m = 1000 aus (25) und (26) iiber- 
einstimmend 

^{x) = 6,024, str(ir)^ = 4.947, str (a?) = 2.224, (27) 

Wenn die Zablen n und m groBere Werte besitzen, so treten unter 
den Ausdriicken (21) und (24) vielstellige Zablen auf, die man vor 
der weiteren Benutzung zweckmaBigerweise erst reduziert. Hierzu dient 
ein Verfabren, das wiederum auf der Verwendung der Paarsummen 
berubt und jetzt dargelegt werden soil. 

§ i8g. Man denke sicb fur die Konstante c und fur y ^ x — c 
die GroBen 

99 ^ 2 )(t^^), 99^2)(9(®), . . . (28) 

bis zu einem gewissen Exponenten bin gegeben, dann kann man sicb 
die Aufgabe stellen, aus (28) auf einem moglicbst einfacben Wege 
die mit der Konstanten d und mit ^ ^ x — d gebildeten GroBen 

99^2)(i2?®), m2)(2?®), ... (29) 

Bruns, Wahrsoheiuliclxkeitsrechnung. 


17 
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zu bereelmeii. Setzt man mm 6 = c — d und addiert zu jedem Griiede 
in (28) das mit e mnltiplizierte vorhergehende Glied, so liefem diese 
PaarsummeB; wie leicbt zu sehen, die Werte von 

— 

Wild an den gefandenen Zablen der bescbriebene ProzeB wiederholt, 
so entsteben die Werte von 

m 2 ) {8^ y m 2 ) — 

Wird der Prozefi fortgesetzt, bis er von selber abbricht^ so sind die 
Anfangsglieder der einzelnen Paarsummenreilien nicbts anderes, als 
die gesucliten GroBen (29)* Hiemach. wtirde also fiir den betrachteten 
K.-G. und fiir c =- 14, 6, 6= 8 nach den Zablen (25) die Rech- 

nung folgendermaBen verlaufen: 

o I 2 

== + 1000 — 7976 + 68554 

+ 8000 — 63808 

~ 24 + 475^ 

+ 

+ 494 ^ 

woraus zu 0 ^ cc -- 6 die Werte 

^{0) « 0.024, 2 )(^^ « 4 - 94 ^> sir {x^ = 4-947 (30) 

folgen. In derselben Weise wird mit den Zablen (26) und <? = !,. 
J « 6, <s = — 5 

g- Q I ^ 

=« + 1000 +5024 +30188 

— 5000 — 25120 

“+ 24 + 5068 

— 120 

+ 494S 

womit man wieder auf die Werte in (30) kommt. 

Die bescbriebene Metbode laBt, wenn es nur auf die Elemente 
2) (a;) und str( 27 ) ankommt, an Bequemlicbkeit nicbts zu wiinscben 
iibrig und fubi't aucb bei groBeren n rascb genug zum Ziele, wobei 
ein Hauptvorzug vor der fruber besprochenen direkten Mittelbildung 
in den sieb von selbst darbietenden KontroUen liegt. Sollen dagegen 
die numeriscben Elemente fiber str (x) binaus ermittelt werden, so er- 
weisen sieb die dabei auftretenden vielstelligen Summenwerte als lastig, 
und es ersebeint dann als wiinscbenswert, bierin eine Erleicbterung 
berbeizufiihren. Das ist in der Tat moglich, wie die im nacbstebenden 
Abscbnitt zu entwickelnde meite Form der Summenmetbode lehren wird. 
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Zweiundzwanzigste Vorlesung. 

Numerische Bearbeitung: Sammeimetliode (IL Form). 

190. Bei der Umformung der Summenmetliode setzen wir wieder 
wie im vorigen Absclmitt einen unstetigen K.-Gr. voraus, dessen Argu- 
ment X anf ganzzablige Werte beschrankt ist, walirend m den Umfang 
nnd Vi{x) die Verteilungsfunktion bedeutet; aufierdem soli Ic und g das 
kleinste nnd das groBte voile Argument sein. Dies festgesetzt greifen 
wir ein zwiscben 7 c nnd g gelegenes Argument x ^ e beraus nnd 
denken uns von der Reibe der mVi{x) fiir den Augenblick nur die 
Grlieder von ir =* Z; bis == e, d. b. also die GroBen 

mVi{k), mll( 7 c + i), • • • mll(e) (i) 

beibebalten, deren Anzabl offenbar durcb den Ausdruck 

iZ'=e- 7 c + i (2) 

gegeben ist. Die beibebaltenen Glieder bebandeln wir nun weiter in 
in derselben Weise, wie friiber die GroBen a(i); ^(2), . . . a(n), wobei 
H an die SteUe von n tritt. DemgemaB ist, wenn X wieder das 
Nummernargument bedeutet, 

x — Tc + i, 

a(X) == mVi{x) = mVi{X + ^ — i)- 

Ferner wird fur die aus den SummengrSBen (JEr+ + i) folgenden 
Paarsummen nacb § 186 (16) 

(jff + I, i\ = S a{H- Z)Z'> = S mVi{e-Z)Z% 
woraus mit e — Z x 

(£:■+ I, i) =SmU(a:)(e — a;)5, {x = h,---e) ( 3 ) 

folgt. 

ISTacbdem (^ 2 *+ i, i)^ gefunden ist, wiederbolen wir, zu der ur- 
spriinglicben Reibe der 7 nll{x) zuruckkehrend, die ganze Recbnnng 
mit der Abanderung, daB jetzt nur die Glieder von x=^ e bis x = g 
und zwar in umgekebrter Reibenfolge benntzt werden. Es sind dann 
die Werte von a{i)j , . . durcb die GroBen 

mU{g)j mU(g — i), • - mU(e) (4) 

gegeben. Dementsprecbend setzen wir an 

g — e + 1, X^g — x + i, 
a{X) = mUix) ^ ?nU(^ -X + i), 

(J+ I, i) Z)Z^^llmVi{Z+e)Z^, 

^ z z 

17 * 


( 5 ) 

( 6 ) 
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woraus mit Z + e = x 

(— 1)1 (J + I, i) = S m U{x) (e — x)% {x = e,--‘ g) (7) 

folgt. Vergleich-t man nun die Summen auf den rechten Seiten von 
(3) und (7), so ist der zu summierende Ausdruck beidemal derselbe, 
femer kommen mit Ausnalime von x ^ e die Argumente von x = Ic 
“bis X = g nur je einmal vor. Setzt man also zur Abkurzung 

A{q) = m®[(e — xYl, 

so wird 

Alg) = {E+i, i)j + (- !)»(/ + I, i)j - mUie){e —e)'‘, ( 8 > 

WO die Potenz (e — <5)^? fiir g = o gleicb Bins, sonst aber gleicb Null 
zu setzen ist. 

§ igi. Aus den Aiq) batte man jetzt die jD-Koeffizienten her- 
zuleiten. ITm bierbei eine Kontrolle zu scbaffen, die kiirzer und auch 
sicberer ist, als es die einfacbe Wiederbolung der Recbnung sein 
wiirde, scblagen wir folgenden Weg ein. Man denke sicb die Operation, 
aus der (8) entstanden ist, nocbmals ausgefiibrt, jedocb mit der Ab- 
anderung, da6 man den Scbnitt zwiscben den m')X{x) nicbt an der 
Stelle X ^ e, sondern an der nacbstfolgenden Stelle rr = /* = e -f* i vor- 
nimmt. Setzt man dann 

X^f—'k + i, L^g — f+i, ( 9 ) 

wobei K und L an die Stelle von H und J treten, so erbalt man 
fur den Ausdruck 

B{q) = m^[{f — xY] 

die Darstellung 

B{q) = (X + I, i)^ + (- iY{L + I, I), - mWW-f)^^ (10) 
Nun lauft mVi{x) bei der Recbnung 

fur H von mVi{k) bis mVi{e) = mVi{f— i), 

„ K „ mU{k) „ 

„ J „ mMig) „ mll(e), 

„ L „ mUig) „ m\i{f) = mUie Ar i) , 

so daB die Summenreiben zu K und J die Reiben zu jBT und L bereits 
in sicb scblieBen; man findet, wenn man nacb der Tabelle II in § 184 
mit Peldern recbnet, die Werte zu jff und L aus den vorletzten Peldern 
der Recbnung zu K und J, Demnacb bestebt die Mebrarbeit nur 
in der Berecbnung der Paarsummen zu K und L. Grleicbzeitig erbalt 
man aber aucb mit einer kleinen Nebenrecbnung eine wirksame 
Kontrolle der A{q} und B{q). Man scbreibe namlicb 

^(o), A{1), A{2), ... 
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liin Tind addiere je zwei benaclibarte Grlieder, darauf wiederhole man 
diesen ProzeB an den entstandenen Paarsummen nnd fabre damit fort^ 
bis die Rechnung von selber abbricht. Dann sind, wie man bei Beachtung 
der in § 189 entwickelten Beziebungen unscbwer erkennt^ die Anfangs- 
glieder der einzelnen Paarsnmmenreiben nicbts anderes als die 

Bei der Anwendung von (8) und (10) ist es in der Regel vorteil- 
baffc; das Argument e so zu wablen, daB der Argumentdurobscbnitt "^{x) 
in die Strecke von e bis f fallt. Man bat dann namlicb bei dem 
tJbergange auf die Normalform immer nur mit kleinen Reduktionen 
zu tun und kommt, falls man logaritbmiscb recbnet, mit vier Dezimalen 
aus. Aus diesem Grunde empfieblt es sicb, bevor man nacb (8) und 
(10) zu recbnen beginnt, zunacbst S) {x) fur sicb zu bestimmen. Hierzu 
gentigt es, nacb dem in § 187 entwickelten Verfabren die beiden 
niedrigsten Summenreiben zu der unzerschnittenen Reibe der 
zu recbnen. 

§ 192. Als numeriscbes Beispiel soli jetzt wieder die in § 188 
als Tabelle III mitgeteilte Verteilung der EndnuUen in dem „Tbesaurus^^ 
von Vega dienen. Unter der Voraussetzung, daB ^{x) in der soeben 
angegebenen Weise oder aucb auf irgend eine andere Art als zwiscben 
X ^ t und = 7 liegend ermittelt worden sei, setzen wir zunacbst an 

Ti=i, g = iA, e = 6, /■= 7, 

K=^7j i « 8. 

Die weitere Recbnung ist in den einzelnen jetzt folgenden Tabellen 
entbalten, und zwar bis g; = 6 bin, indem wir uns die Aufgabe stellen, 
die jD-Koeffizienten bis zur Ordnung 6 zu ermitteln. 

In Tabelle IV und V ist die Berecbnung der Summenreiben zu 
Hj J, K, L bis zur 7-ten Ordnung entbalten, und zwar zur besseren Aus- 
nutzung des Raumes in derselben Anordnung, die oben in § 184 fiir 
Tabelle I benutzt worden war. Die darauf folgenden Tabellen VI 
und YII entbalten die Berecbnung der Paarsummen und bediirfen 
einer naberen Erlauterung. Die vorletzte Spalte von Tabelle IV ent- 
balt, wenn man die in der ersten Zeile stebende a-GroBe beiseite laBt, 
die SummengroBen { 3 + 1, jp + 1) oder ausgescbrieben 

(J+i, i), {3+1j2\ ... {H+1j7)j 

d. b. die 7 Zablen 

6i3; 867, 659, 282, 66, 6, o, (ii) 

die mit 0,1,... multipbziert die Produkte 

o, 867, 1318, 846, 264, 30, o (12) 

liefem, aus denen die 6 Paarsummen (jEr+ i, jp i)^ 

867, 2185, 2164, iiio, 294, 30 (13) 
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entspringen. Multipliziert mail in der letzten Reihe wieder mit 
so entsteht die Reihe 

o, 2185, 4328, 3330, 1176, 150, (14) 

mit den 5 Paarsnmmen (J? + i , + 1)2 

2185, 6513, 7658, 4506, 1326. (15) 

Die clritte Operation liefert 

O, 6513, i53'6, 13518, 5304 (16) 

mit den 4 Paarsnmmen [H i , j[) 

6513, 21829, 28834, 18822. (17) 


6 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 


2 O 
O 2 
O O 

o o 
o o 
0 o 
o o 
o o 


Tabelle IV: Rechnnng fur S und K, 


36 

78 

149 

161 

183 

134 

— 

6 

42 

120 

269 

430 

613 

747 

0 

6 

48 

168 

437 

867 

1480 

0 

0 

6 

54 

222 

659 

1526 

0 

0 

0 

6 

to 

282 

941 

0 

0 

0 

0 

6 

66 

348 

0 

0 

0 

0 

0 

6 

72 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

6 

Tabelle V: 

Rechnung fxir J und L, 

10 

19 

34 

74 

II4 

134 

183 

2 

12 

31 

65 

139 

253 

387 

2 

4 

16 

47 

II 2 

251 

504 

0 

2 

6 

22 

69 

181 

432 

0 

0 

2 

8 

30 

99 

280 

0 

0 

0 

2 

10 

40 

139 

0 

0 

0 

0 

2 

12 

52 

0 

0 

0 

0 

0 

2 

14 


570 

891 

936 

712 

419 

191 

66 


In dieser Weise geht es weiter. Vergleicht man nun die Reihen 
(ii), (13), (15) und (17) miteinander, so erkennt man, daB das 
AnfangsgKed jeder Paarsummenreihe in der vorhergehenden Reihe 
als zweites Glied auftritt, entsprechend der fur die Bildung der Paar- 
summen geltenden Fonnel 

(ir-f I, jp + + 1, + 1)* + (p + i){S + 1, iJ + 2)j, 

aus der fur = o 

(5'+i, i)i = (S'+i, 2 ) 0 , {H+i, 1)^ = {E+1, 2\, ... 

folgt. Man darf also in jeder Paarsummenreihe das Anfangsglied und 
in jeder Produktreihe das Nullprodukt einfach fortlassen, ohne daB 
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man eine notwendige Zahl verliert. Dementsprechend ist das Schema 
von Tabelle VI und YII angeordnet. Die obere Halfte von Tabelle VI 


enthalt 

in der 

ersten Spalte die Werte ans (ii) und 

zwar in um- 



TabeUe YI: 

Berechnung 

yon A{^. 


0 

0 





6 

so 






30 





66 
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294 

I iy6 




282 

846 

1326 

3 304- 




II 10 

S 3 SO 




659 

1318 

4506 

13 3^8 

* 



2164 

4328 

18 822 

J'd 466 


867 

86y 

7658 

IS 3 t 8 




2185 

218s 

28 834 

37 ^^8 




6313 

^ 313 

II4 134 

228 268 




21 829 

21 82g 

79497 

79 497 






307 765 

66 

396 





191 

9 SS 






1351 

8 IS 5 




419 

1676 






2631 

JO 324 




712 

2JS^ 

17 279 

6g J16 




3812 

JJ 43 ^ 




936 

j8J2 

21 960 

63 880 




4008 

8 016 

134996 

404 g88 


891 

8gi 

19452 

38 904 



2763 

^ 7^3 

104784 

2og 368 


. 570 


10779 

10 779 

614556 

/ 22g 1 12 




49 683 

49 ^83 

259251 

239 231, 

1 488 363 

-24 

+ 4948 

— 4266 

+ 71512 

— 179 754 

+ 1 796 128 


gekehrter Reihenfolge. Das zweite Q-lied von unten ist also 
I, 2 )q == (£r+ I; i)i. Neben den ©ingetragenen Zahlen sind in 
der zweiten Spalte (in kleinerer Sehriffc) die mit den Faktoren 6^ 5^ . . . 
gebildeten Vielfachen der ersten Spalte angesetzt. Dies© Produkte 
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summiert man paarweise yob nnten herauf nnd schreibt dabei jede 
Summe umnittelbar unter den imteren Summandus. Die uxiterste 
Zabl ist dann der Wert Yon (B'+i, 1)3. Weiter mnltipliziert man 


TaTbelle VII: Berechnung von B{(^. 


6 






72 

S^o 






396 

I gSo 




348 

J392 






1752 

7 008 




941 

282s 

8988 

ssgs2 




4215 

12 64s 




1526 

S032 

19653 

sS gs 9 




5875 

ij 7S0 

94 91 1 

eS4 733 


0 

00 

H 

1480 

24395 

48 790 

213 49S 


4532 

4 S 32 

107 749 


747 


16 282 

j 6 282 

500 231 

/ 000 462 



65 072 

6s 072 

280 570 

280 S70 

I 281 032 



14 

S4 





52 

260 






344 

T720 




139 







816 

3264 




280 

840 

4984 

ig gsO 




1396 

4x88 




432 

864 

7452 

22 3 S^ 




1704 

3408 

42 292 

X26 876 


504 

S04 

7596 

JS 192 



1368 


37 548 

73 096 


3S7 


4776 

4 776 

201 972 

40s g 44 




19 968 

xg g68 

95064 

gS 064 

499 008 


+ 976 

+ 59 ^^ 

+ II 506 

+ 85 040 

4- 185 506 

+ 1 780 040 


die Paarsnmmen der zweiten Spalte mit 5, 4; * • •; setzt die Produkte 
in der dritten Spalte jedesmal anf die Zeilen des Mnltiplikandus, 
bildet die Paarsummen nnd so fort bis zum SeblnB. Damit sind 
dann die jET-GrroBen gefiinden. 
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Die untere Halfte von Tabelle YI entbalt die Eeclmung zu 
ferner ist in Tabelle VII die Reehnnng zn K nnd L gegeben. Die 
GrroBen 

(iT+I, (/+ I, 1)5? (-^+1,1)2? + 

die das eigentlicbe Ergebnis dieser Zwisehenrecbnung bilden, sind 
hierbei durch fetteren Druck bervorgeboben. Y^erden die vorstebenden 
GrroBen nacb den Formeln (8) nnd ( 10 ) miteinander verbunden, so 
erbalfc man die GroBen A{g) nnd B{q), deren Werte am PuBe jeder 
Tabelle angesetzt sind, jedocb unter Portlassung von A{p) nnd B{o)y 
deren Werte mit dem Umfange m identiscb sind. 

Tabelle YIII entbalt die Kontrollrecbnung fiir die .4(2) nnd B{(^, 
In die erste Spalte sind die 4- GroBen nacb Tabelle YI eingetragen. 


Tabelle YIII: Kontrolle der 4 ( 2 ) nnd -B(2). 


+ 

1 000 





+ 

976 



— 

24 

+ 

5 900 




4924 

+ 

II 506 

+ 

4948 

+ 

5 606 

-|- 85 040 


+ 

682 

+ 

73 534 + 185 506 

— 

4 266 

+ 

67 928 

-f- 100466 


+ 

67 246 

+ 

26 932 + I 594 534 

+ 

71 512 

— 

40 996 

+ I 494 068 

— 

108 242 

+ 

I 467 136 

— 

179754 

+ I 508 132 



+ 1 616 374 



+ I 

796 128 





I 780 04c 


Diese werden paarweise summiert; die Paarsummen steben in der 
zweiten Spalte, die in derselben Weise bebandelt wird, nnd so fort 
bis zur letzten Spalte bin. Die Anfangsglieder der einzelnen Spalten 
stimmen, wie es sein muB, mit den B{^ in Tabelle VII iiberein. 

Die Tabelle IX entbalt endlicb die Zusammenstellung der Zablen, 
die als Ausgangspnnkt fur die weitere Eecbnung zu dienen baben. 


TabeUe IX. 


<1 


C(g;) fur e 

= 6 


(7(2) fiir e 

7 

0 

+ 

I 000 

3.0000 

+ 

I 000 

3.0000 

I 


24 

1.3802^^ 

+ 

976 

2.9894 

2 

+ 

4948 

3.6944 

+ 

S900 

3-7709 

3 

— 

4 266 

3.6300^^ 

+ 

II 506 

4.0609 

4 

+ 

71 512 

4.8544 

+ 

85 040 

4.9296 

5 

— 

179754 

5-2547W 

+ 

185 506 

5.2684 

6 

+ I 796 128 

6.2544 

+ I 780 040 

6.2504 


Hierbei soil von jetzt ab e geineinsam fur e und /*, ferner w fur 


X, sowie 


C(2) = 


(18) 
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gemeinsam fur A{q) und B{q) geschrieben werden. DementspreclierLd 
enthalt die Tabelle die beiden Wertreiben der G{q) nebst den aus 
einer vierstelligen Tabelle entnommenen Logarithmen der G{q), 

Fur die weitere Recbnung ist es gleicbgiiltig; ob die C{q) nach 
der Summenmethode oder durch Summierung der direkt gebildeten 
Produkte mVi{x)w^ oder sonstwie gefunden worden sind. Ferner will 
ich den an sicb bequemen Umstand; dafi der Umfang m eine runde 
Zabl ist, absicbtlich auBer acbt lassen und demgemaS das Schema 
so anlegen, als ob m eine beliebige Zahl ware. 

§ 193. Der naehste Schritt besteht in der Ermittlung der GroBen 
str(ir) und h Zieht man in Tabelle IX die Logarithmen der 
ersten Zeile von den folgenden Logarithmen ab, so erhalt man die 
Logarithmen der GroBen Damit stellt sieh die Rechnung fiir 

str ® {w^ — S) h-^i:y 2 8 tx{x) 

folgendermaBen. 

Tabelle X. 


Log ® (^r) 

Log®(«{?)^ 

LogS)(e«?^) 

e == 6 
8.38 o2^«- 
6.7504 
0.6944 

e = 7 
9,9894 
9.9788 
0.7709 

Mittel 

®(<5 — a;) 

— 0.0240 

+ 0-9759 



+ 6.0240 

+ 6,0241 

+ 6.0240 


4.948 

5.901 



0.001 

0.952 


str {xf 

4-947 

4.949 

4.948 

Log str {x)^ 

— 

— 

0.6944 

Log str {x) 

— 

— 

0.3427 

Log(i : h) 

— 

— 

0.4977 

hogh 

— 

— 

9-5023 

str (x) 

— 

— 

2.224 

h 

— 

— 

0-3179 


Handelt es sich urn einen stetigen K.-G., so ist der fur str {x) gefundene 
Wert noch wegen der Abrundung zu verbessern. Die notige Reduktion 
ergibt sich, wenn der EinfluB der Abrundungsphase vernachlassigt 
werden darf, und wenn ferner s den verbesserten Wert bedeutet, nach 
§ 142 (47) aus der Gleichung 

5* = str(#- jTS 

WO T die halbe Teilstreckenlange bedeutet. iTun ist bei ganzzahligen 
Argumenten 2^=1, also wird die an str(a?)^ anzubringende negative 
Verbesserung gleich 1:12 oder gleich 0.0833. Damit wiirde sich 
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die Rechnung in der letzten Spalte der obigen Tabelle folgender- 
maBen gestalten: 

TabeUe X.A 

str(a;)^ = 4.948 Log 5^ == 0.6870 Log^ = 9.5060 

Verb. = — 0.083 Logs =0.3435 ^ =2.205 

= 4.865 Log(i : h) = 0.4940 li = 0.3206 

Die Rednktion betragt in s nnd h mud ein Prozent, ist also keines- 
wegs nnmerklicb, soli jedocb znnacbst beiseite gelassen werden. 

§ 194. Bei der Berecbnnng der ubrigen numeriscben Elemente 
wollen wir den TJmstand beriicksicbtigenj daB die im Anhange mit- 
geteilten Tafeln fiir die GrroBen 0^ nicbt unmittelbar die Werte dieser 
Fimktionen, sondern die Betrage Ton 

m ^ 0 • 22-^ 

2 ? * 

angeben. Man erreicbt dadurcb, daB die extremen Werte der tabn- 
lierten Fnnktionen in der Nabe der Einbeit bleiben, was fiir mancbe 
Zwecke angenebm ist. Dementsprecbend wird man bei der numeriscben 
Recbnung die Produkte 1 )^ 0 ^ i^ der Form 

(19) 

bilden, d. b. den Divisor in als Faktor zu scblagen. Hiernacb 
wiirde es sicb empfeblen, von vornberein auf die G-roBen aus- 

zugeben, wenn aucb in den analytiscben Entwicklungen die urspriing- 
licbe Form Dg 0 g fiir die Recbnung gescbmeidiger ist. Nocb be- 
quemer ist es jedocb, auf den Zwiscbenstufen der Recbnung die 
OroBen 2^D^zu benutzen, deren Halbierung dann die in (19) gebraucbten 
Xoeffizienten der liefert. 

Bezeicbnen wir mit i)(e, Jc)^ die mit beliebig gewablten Para- 
metern e und h berecbneten J)-Koeffizienten, so soH 

JE{e, =- 2^D{e, Ic)^ == — 'ke)^ (20) 

sein. Daraus folgt 

®[exp(— 2'kxv + 2i;e«? — k)^vK (21) 

Nebmen wir fiir h den normalen Wert Ji und scbreiben w fur e — x, 
so wird biernacb 

S E{e, h) = exp (— S [exp (2 'hvw )] . (2 2) 

Entwickelt man die ®-GroBe auf der recbten Seite in die Reibe 
S)[exp {2'kvw)\ = P(o) + + P{ 2 )V^ + • • 

ql P{q) == ^[{zhwY] , 


so ist 
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•woraus mit Berucksichtigiing von (18) 

= {2hYC{(^ ( 23 .a) 

foigt. Sind die P(g;) gefunden, so erhalt man die P-GroBen wegen 
(22) aus 




m -p(2-2) , -p(ff-4) 


i! 




2! 


(23.b) 


Hieraus sind endlicli nocli die fiir den normalen Wert e ^ c ^{x) 
geltenden E{c, herzuleiten. Zu dem Ende setzen wir f ^ ihic — e) 
und sclireiben (21) mit lv = li in der Gestalt 

S)[exp (— 2I1XV + 2lxcv — v^)] = exp {2hcv — 2}iev)'^E{ej 

S E{Cj h).v^ === exp {fv)^E{ey h) v'i, 

g - i 

woraus 

E{Cj h)^ = E{e, h)^ -f -f^^E{e, H (24.a) 


foigt. Die GroBe f braucht nicbt besonders gerecbnet zu werden, 
denn wegen der Eigenscliaffcen der Normalform ist 

E{c, }i\ = E{c, ^)2 = 0 , 
so daB mit 2 = 1 aus (24.a) die Gleicbungen 

- o = E{e,li\ + f, (24.b) 

folgen. 

Da die Beziehungen zwiscben den GroBen P und E homogen 
linear sind^ so kann man auch mit den GroBen mP{q) und mE^ rechnen 
und entsprechend die GroBen 7 nD^j ansetzen. Das soil nachstehend 
gescheheu; und zwar aus folgendem Grunde. Die beobachteten 7 nVi{x) 
sind ihrer Entstehung nach ganze Zahlen, so daB die Einheit bei ihnen 
die naturliche Grenze fiir die Scharfe der N’otierung bildet. Dem- 
gemaB wird man bei der Ansetzung der theoretisch gefundenen Werte 
von 77 iVi{x) nicht fiber die erste Dezimale hinauszugehen haben, und 
das Gleiche gilt von den GroBen mP{q) und mE^, Es stellt sich 
also, wenn man mit den mP{q) und mE^ reclinet und dabei nur die 
erste Dezimale mitnimmt, ganz von selbst diejenige Scharfe der 
Rechnung ein, die dem jedesmaligen Betrage von m angeniessen ist, 
wenn man unnbtigen Ziffemballast vermeiden will. 

§ 195. Es soil mm das oben angefangene Beispiel an der Hand 
der entwickelten Pormeln weiter verfolgt werden. Die Rechnung 
dazu ist in Tabelle XI gegeben. Die Spalten sind mit den tJber- 
schriften (o), (i), . . . versehen, die den Indexwerten g = o, i, . . . ent- 
sprechen. Linkerhand sind zur leichteren Beschreibung die Zeilen- 
nummem angesetzt, dagegen sind des Raumes wegen die, ubrigens 
leicht zu erganzenden, Angaben fdr die Bedeutung der Zeilen fort- 
gelassen. 
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Tabelle XI. 



(0) 

(0 

(2) 

(3) 

( 4 ) 

( 5 ) 

( 6 ) 

I 

0.0000 

0.0000 

9.6990 

9.2218 

8.6198 

7.9208 

7.1427 

2 

0.0000 

9-8033 

9.6066 

9.4099 

9.2132 

9.0165 

8.8198 

3 

3.0000 

1.3802^ 

3-6944 

3.6300% 

4-8544 

5.2547% 

6.2544 

4 

0.0000 

9-8033 

9-3056 

8.6317 

7-8330 

6.9373 

5-9625 

5 

3.0000 

2.9894 

3.7709 

4.0609 

4-9296 

5.2684 

6.2504 

6 

3.0000 

1.1835TO 

3,0000 

2.2617% 

2.6874 

2.1920% 

2.2169 

7 

-|- 1 000.0 

— 15.3 

+ 1000.0 

— 182.7 

-j— 486.8 

— 155.6 

+ 164.8 

8 



— 1000.0 

+ 13-3 

— 1000.0 

+ 182.7 

— 486.8 

9 





+ 500.0 

— 7.6 

+ 5000 

10 







— 166.7 

II 

+ 1000.0 

— 15*3 

0.0 

— 167.4 

— 13.2 

+ 19-5 

+ 11.3 

12 


+ 15-3 

— 0.2 

0.0 

— 2.6 

— 0.2 

+ 0.3 

13 



+ O.I 

0.0 

0.0 

0.0 

0.0 

14 




0.0 

0.0 

0.0 

0.0 

15 





0.0 

0.0 

0.0 

i6 






0.0 

0.0 

17 







0.0 

i8 

+1000.0 

0.0 

— O.I 

— 167.4 

- 15.8 

+ 19-3 

+ II.6 

19 

3.0000 

1.1835^ 



2.2237% 

1.1206% 

1.2900 



20 


1-1835 

9.3670^ 

— 

0.4072% 

9.3041^ 

9.4735 

21 



9.0660 

— 

— 

— 

— 

22 




— 

— 

— 

— 

23 

24 






— 

— 

25 







— 

26 

3.0000 

2.7927 

3-0765 

2.6926 

2.7626 

2.2057 

2.2129 

27 

+ 1000.0 

+• 620.4 

-4-1192.7 

+ 492.7 

+ 578.9 

160.6 

+ 163.3 

28 



— 1000.0 

— 620.4 

— II92.7 

— 492.7 

— 578.9 

29 





+ 500-0 

+ 310.2 

+ 596.3 

30 







— 166.7 

31 

+1000.0 

— j— 620.4 

+ 192-7 

— 127-7 

— 113-8 

— 21.9 

+ 14-0 

32 


— 620.4 

— 385-0 

— 119.6 

+ 79-2 

+ 70-6 

+ 13.6 

33 



+ 192.5 

+ II9-4 

+ 37-1 

— 24.6 

— 21.0 

34 




— 39-8 

— 24.7 

— 7-7 

+ 5-1 

35 





-f 6.2 

+ 3-8 

+ 1.2 

36 






— 0.8 

— 0.5 

37 







+ O.I 

38 

+1000.0 

0.0 

+ 0.2 

— 167.7 

— 16.0 

+ 19-4 

+ II. 6 

39 

3.0000 

2.7927 

2.2850 

2.1062% 

2.0561% 

1.3404% 



40 


2.7927^ 

2,5854^1 

2.0777% 

1.8989 

1.8488 

I-I33I 

41 



2.2844 

2.0771 

1-5694 

1.3906% 

1.3407^ 

42 




1.6000% 

l. 3927 « 

0.8850% 

0.7062 

43 





0.7906 

0-5833 

0.0756 

44 






9.8843% 

9.6770% 

45 







8.8988 
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Zeile I enhalt die Logarithm en von i Zeile 2 die Logarithmen 
von (2^)?. Beide Zeilen werden summiert und die Summen in Zeile 4 
eingetragen, die hiemach die Logarithmen von angibt. Ferner 

werden die in Tabelle IX anfgefiihrten Logarithmen der ( 7 (g) ein- 
getragen, nnd zwar das erste der beiden ( 7 -Systeme in Zeile 3; das 
zweite in Zeile 5. Daranf werden die Summen von Zeile 3 und 4 
in Zeile 6', die Summen von Zeile 4 und 5 in Zeile 26 gesetzt. Die 
Zeilen 6 und 26 enthalten dann die Logarithmen der Grofien mP{q)f 
die zu den beiden benutzten Werten von e gehoren. Die an Zeile 6 
anschliehende Rechnung steht in den Zeilen 7 bis 25; die entsprechende 
als Kontrolle dienende zweite Rechnung schlieBt sich in derselben 
Weise an Zeile 26 an. 

Zeile 7 enthalt die Numeri von Zeile 6 oder die mP(g) der ersten 
Rechnung. Aus diesen GrdBen sind nun nach Form el (23.b) die 
mJE{ejh) abzuleiten. Zu dem Ende multipliziert man die Zeile 7 mit 
— 1:1 und schreibt die Produkte in Zeile 8, aber um zwei Spalten 
nach rechts verschoben. Dann multipliziert man Zeile 8 mit — 1:2 
und setzt die Produkte, wiederum um zwei Spalten verschoben, in 
Zeile 9. Ebenso multipliziert man Zeile 9 mit i : 3 und setzt die 
Produkte um zwei Spalten verschoben in Zeile 10. Damit sind die 
nach der Formel (23.b) notigen Glieder gefunden, weil wir hier nur 
bis zu dem Index g = 6 gehen wollen. Die in Zeile 1 1 angesetzten 
Summen der Zeilen 7 bis 10 liefern die mP{e, Ji)^ der ersten Rechnung. 
In derselben Weise entstehen die Zeilen 27 bis 31 aus der Zeile 26. 

Die gefundenen Grofien mE{e, h)^, die zu den beiden Werten 
von e gehoren, miissen nun auf die Normalform reduziert werden, 
zu welchem Ende die verschiedenen Glieder der Formel (24,a) zu 
bilden sind. Bei der Beschreibung dieser Operation moge die zweite 
Rechnung zugrunde gelegt werden, weil sie die groBeren Zahlen ent- 
halt. Die nach Formel (24,a) zu bildenden Glieder sind in den Zeilen 3 1 
bis 37 enthalten, wahrend die bei der Zwischenrechnung auftretenden 
Logarithmen jedesmal 8 Zeilen tiefer unter den Zeilennummern 39 
bis 45 stehen. Zunachst setzt man in 39 die Logarithmen von 31 an, 
wobei in Spalte (6) ein Strich steht, weil der betreffende Logarithmus 
nicht gebraucht wird. Auch sind die Logarithmen der in den Spalten 
(o) und (i) stehenden Zahlen uicht erst aufzuschlagen, weil sie schon 
auf Zeile 26 vorkommen. Des weiteren kommt den beiden ersten 
Werten der Zeile 39 folgende Bedeutung zu: 

in Spalte (o): Log[mJ 7 (e, ==* Logm, 

in Spalte (i): Log , 

woraus nach Formel (24.b) 

f) *=* Spalte (i) — Spalte (o) = 9.7927 
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also Log/’= 9.972 7 folgt. Diesen Wert Yon Log/* addiert man zu 
den Werten der Zeile 39 nnd tragt die jedesmal erbaltene Snmme 
eine Spalte weiter rechts in Zeile 40 ein. Dann addiert man zu den 
Werten der Zeile 40 den Logaritbmus von f: 2 und tragt die Summen 
eine Spalte weiter reclits in Zeile 41 ein. Ebenso entsteht die Zeile 42- 
aus 41 mit dem Logaritbmus Ton /*:3 usw., bis die letzte Zahl in 
Spalte (6) Zeile 45 gefunden ist. Darauf werden die Numeri der so 
erhaltenen Logaritbmen 8 Zeilen boher in den Zeilen 32 bis 37 ein- 
getragen; die Summation der Zeilen 31 bis 37 liefert dann endlieh 
die gesucbten normalen Werte der GroBen mE[Cy}C)^ in Zeile 38. 

Gebt man nunmebr die nacb demselben Schema verlaufende erste 
Recbnung in den Zeilen ii bis 25 durcb, so wird zunacbst fur Log/" 
der Betrag 8.1835 gefunden. Da dieser Wert ziemlicb blein ist, so 
liegt die Mebrzabl der Logaritbmen, die in den Zeilen 20 bis 25. 
einzutragen waren, unterbalb des Betrages 8.699 oder Log (0.05). Die 
entsprecbenden in den Zeilen 12 bis 17 einzutragen den Numeri wiirden 
daber unter 0.05 liegen, also bei der festgebaltenen Recbnungsscbarfe* 
einfacb durcb Null zu ersetzen sein. Da es biernacb keinen Zweck 
batte, die Logaritbmen der unmerklicben ReduktionsgroBen erst zu 
bilden, so ist an den betreffenden Stellen der Logaritbmus durck 
einen Stricb ersetzt worden. 

Die in den Zeilen 18 und 38 stebenden Zablen sind die durck 
doppelte Recbnung gefundenen Normalwerte der GroBen mE{c, h)^,. 
die wir jetzt kurz durcb mE^ bezeicbnen wollen. Da die beiden 
Zablen soweit ubereinstimmen, als mit Riicksicbt auf die benutzte 
Stellenzabl zu erwarten ist, und da ferner die Betrage der GroBen mE^ 
und mE^j die bei vollig scbarfer Recbnung yerscbwinden miissen,. 
yon ibren Sollwerten nur unmerklicb abweicben, so konnen wir jetzt* 
die beiden Zeilen zu einem Mittel zusammenzieben. Btterbei lassen 
wir onE^y das ja mit dem Umfange m identiscb ist, beiseite; ebenso 
diirfen wir fur mE^ und mE^ ibre Sollwerte setzen, so daB nur die* 
GroBen E^, E^, Eq in Betracbt kommen. TabeUe XII entbalt diese 

Zablen iibersicbtlicb zusammengestellt. 


TabeUe XH. 


S' 3 

4 

5 

6 

mEq-. i.Eeclm. —1674 

- 15-8 

+ 19-3 

+ 1 1.6 

mEq\ 2. Recbn. — 167.7 

— 16.0 

+ 194 

-f 1 1.6 

2 mEi — 335 -'' 

-31-8 

+ 38.7 

+ 23.2 

-Fj — 41-9 

— 4.0 

+ 4-8 

+ 2.9 

Eq — 0.1675 

— 0.0159 

+ 0.0193 

-}- 0.0 1 16 

Die zweite und dritte Zeile entbalt die beiden Wertsysteme der mE . 

Darunter ist die Summe der 

beiden Zeilen angesetzt, aus der durck 
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Division mit 2 m die in der letzten Zeile aufgefuhrten Werte der 
folgen, Aufierdem sind in der vorletzten Zeile noch die weiterhin 
gebrauchten Werte der GroBe ; 4 angesetzt^ die aus der 

Zeile dariiber dnreli Division mit 8 folgen. Handelt es sicb. darnm, 
fur eine groBere Anzabl von Kollektivreiheii die Elemente iibersiclitlicli 
zusammenzustellen^ so empfieblt es sicb^ neben den GroBen m, ^{x), 
str(ir), h nicht die sondem die fiir 2 3; 4; • • • aufzufubren, 

weil man dann Dezimalen spart. 

§ 196, Wenn die bier untersucbten Verteilungszablen einem 
stetigen K.-G. angeborten^ so wiirden die in Tabelle XI und XII auf- 
tretenden GroBen nocb wegen der Abrundung zu reduzieren sein. 
Wir woUen nun nocb zuseben^ wie sicb die Recbnnng gestaltet^ wenn 
man annimmt, daB die beobachteten Zablen sicb auf einen stetigen 
K.-G. bezieben. Voranssetzuiig ist dabei, daB der EinfluB der Ab- 
rundungspbase vernacblassigt werden diirfe, da man andernfalls ent- 
weder auf die Elimination der Abrundung oder aber auf das Verfabren 
der direkten Berechnung der D-Koeffizienten verzicbten miiBte. Da 
nun die mit den Ordinaten mVi{x) konstruierte Punktreibe sicb nicbt 
erbeblicb von der Glockenform des E.-G. entfernt, und da immerbin 
14 Ordinaten vorliegen, so diirfen wir nacb den Entwicklungen in 
der XVI. Vorlesung annebmen, daB der EinfluB der Abrundungspbase 
binreicbend klein ist; daB also nur der EinfluB der Teilstreckenlange 
in Betracbt kommt. 

Die Stelle^ wo man die Verbesserung in den Recbnungsgang ein- 
scbaltet; ist — rein tbeoretiscb betracbtet — naturlicb gleicbgultig: 
man kann die erforderlicbe Reduktion nacb Belieben an die P{q) oder 
an die F{ej h)^j oder endlicb an die F{Cy Ji)^ anbringen. Wiinscbt man 
-die Doppelrecbnung moglicbst lange beizubebalten, so empfieblt es 
sicb; die Reduktion scbon bei den P{q) oder den F{e, h)^ vorzunebmen. 
Arbeitet man mit einer RecbenmascbinO; was bei solcben Recbnungen 
keineswegs unzweckmaBig ist; so macbt es praktiscb keinen Unterscbied; 
ob man die eine oder die andere dieser GroBenreiben verbessert. Bei 
-der logaritbmiscben Recbnnng dagegen gewabrt es eine kleine ZiBfern- 
erspamiS; wenn die Reduktion scbon bei den P{q) erfolgt. Wir 
wollen uns daber die Formeln fiir diesen letzten Fall zurecbtlegen. 

Aus § 142 nebmen wir zunacbst die Formeln (43. b) und (41); 
namlicb die Gleicbungen 

2 vA [exp (— 2 i(,v)\ = i® [exp (— 2 uv)] , (25) 

2v : L ^ 1 — a^{ 2 jvY + (26) 

beriiber; deren Bestandteile folgende Bedeutung baben. Das Symbol A 
bezeicbnet den Durcbscbnitt; wie er bei direkter Mittelbildung auf 
Grund der vorgelegten abgerundeten Argumente gefunden wird; wo- 
gegen das Zeicben S) den von Abrundung befreiten Durcbscbnitt 
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angibt, den man in Wirkliclikeit jetzt snckt. Die GroBe v ist eine 
■willktirliclie Yeranderliche, dagegen das Hilfsargnment h{x — c), 
dessen Parameter iDeliebig gewahlt werden diirfen. Die GroBe J ist 
gleich l%Ty wo T die kalbe Teilstreckenlange des Arguments x be- 
deutet. Endlicli bezeicbnen die Koeffizienten a gewisse rationale 
ZaUen, deren Werte a. a. 0. zusammeng?stellt sind. 

Piir das in u entbaltene c setzen wir jetzt die beiden Zablen e, 
die den in Tabelle IX aufgefiibrten ( 7 (g) zugrunde liegen. Fiir h 
wablen wir den noinnalen, wegen Abrundung bereits verbesserten 
Wert; in Tabelle X.A war fur Logi^ der Betrag 9.5060 gefunden 
worden, wabrend der unverbesserte Wert 9.5023 gelautet hatte. Setzt 
man wieder e — x so ist die Gleicbung (18) jetzt in der Gestalt 

( 7 (g) == 

zu scbreiben, woraus nach. (2 3. a) 

mg\ P(g) = {2lh)^C{q) = mA[(2 7 ^w;)'^] (27) 


folgt. Bedeutet ferner Q{q) den verbesserten Wert von P(g), so wird 

Qig)= [( 2 hwY]. ( 2 8 ) 

Da u ^h{x -- e) ^ hw ist, so liefern die beiden Seiten von (25) 

die Reiben 21; A [exp (zhtov)] = 2^? S 

2 

i® [exp { 2 'hiov)\ = iS 
2 

womit 


S §(g)^^ = [i — a^{2jvY H ] SP(g)2J® 

2 2 

erbalten wird. Daraus ergibt sicb durcb Spaltung nacb v die ge- 
sucbte Pormel 


Q(a) = m - a,i2hTmq - 2) + a,{2hTrP{q -4)--, (29) 


in der die Zablenfaktoren ... aus § 142 zu fentnebmen sind. 

Aus (29) ergeben sicb die verbesserten P(e, indem man fur die 
weitere Recbnung die Pormel (23.b) durcb 


7 ?/. 7.x _ Q(9t) Q(a — ^) §te-~4) 


(30) 


ersetzt, 'walirend der tJbergang auf die Normalfonn wie fraher nacL 
(24) zu erfolgen bat. Yergleicbt man (29) und (30), so erkennt 
man, daB beidemal derselbe Recbnungsgang vorliegt, nur* daB bei (30) 
die Multiplikatoren 

— 1:1!, +1:2!, — 1 : 31 ; +x: 4 !; (sO 


nuftreten, wogegen bei (29) laut § 142 die Multipbkatoren 


_ {2hT)^ 7{2hTy _ 3^(2hT)^ 

6 ^ ‘ 360 ’ 15 120 ’ 

Bruns, W ahrschoinlichkeitsreclinung. 


l27{2hT)^ 

_j 

18 


••• (32) 
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benutzt werden. Bei der Ausfllhriiiig der in (30) vorgeschriebenen 
Eecbnung batten wir in Tabelle XI die Mnltiplikation mit den einzelnen 
Faktoren (31) in sukzessive Mnltiplikationen mit den Faktoren 

— —1:2, ~'i:3; —1*4, *** (33) 

zerlegt. In abnlicber Weise wird man (32) durch die sukzessiye 
Mnltiplikation mit den Faktoren 

{2nTY i27{2hTY / N 

6 ^ *60 ^ 294 ^ 1240 ’ ^ 

ersetzen. 

§ 197. Die Tabelle XIII entbalt die abnHcb wie Tabelle XI an- 
gelegte Eecbming fiir den Fall der Stetigkeit der betracbteten Kollektiv- 
reibe, jedocb unter Fortlassnng der Operationen, die in Tabelle XI 
anf den Zeilen 8 bis 25 und 28 bis 45 ausznfubren waren, da 

TabeUe XHI. 



(0) 

(I) 

(2) 

(3) 

(4) 

(S) 

(6) 

1 

2 

3 

4 

5 

0.0000 

0.0000 

3.0000 

0.0000 

3.0000 

0.0000 

9.8070 

1.3802^ 

9.8070 

2.9894 

9.6990 

9.6140 

■ 3-6944 
9-3130 

3.7709 

9.2218 

9.4210 

3.6300)1 

8.6428 

4.0609 

8.6198 

9.2280 

4-8544 

7.8478 

4.9296 

7.9208 

9.0350 

5.2547^ 

6.9558 

5.2684 

7.1427 

8.8420 

6.2544 

5.9847 

6.2504 

6 

6a 

6b 

6c 

3.0000 

1. 1872 

3.0074 

I.2338W 

2.2728)^ 

9.4210 

2.7022 

i.24i2n 

9.3127 

2.2iosn 

0.5066 

2.2391 

o.936on 

9.3201 

6d 

6e 

6f 

6g 

-f-IOOO.O 

— 15.4 

+ IOI7.2 

— I7.I 

— 187.4 
+ 0.3 

+ 503.7 
— 17.4 
+ 0.2 

— 162.4 
■f 3-2 

+ 173.4 
— 8.6 
+ 0.2 

7 

+ 1000.0 

— 154 

+ 1 000. 1 

— 187.1 

+ 486.5 

— 159.2 

+ 165.0 

26 

26 a 
26 b 
26 c 

3.0000! 

1 

j 

2.7964 

3-0839 

I.2338M 

' 2.7037 

1. 0302 

2.7774 

1 1.3177^ 
9.3127 

2.2242 

0.9375^ 

9.I09I 

2.2351 

i.oi'L2n 

9.3966 

1 

26 d 
26 e 
26f 

26g 

+ 1000.0 

+ 625.8 

+ 1213. 1 
-- I7.I 

+ S05-5 

— 10.7 

+ 599.0 
— 20.8 
+ 0.2 

+ 167.6 

8.7 

+ O.I 

+ 171.8 
— 10.3 
+ 0.2 

27 

+ 1000.0 

+ 625.8 

+ H96.0 

4- 494.8 

+ 578.4 

+ 159-0 

+ 161.7 


diese Operationen genan wie friiber yerlaufen. Ferner sind die gegen 
friiber nen binzukommenden Zeilen znr bequemeren Vergleicbung mit 
Tabelle XI dnrcb die Nummern 6a bis 6g und 26a bis 26 g ge~ 
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kennzeiclinet. Zeile i und 2 enthalten wiederum die LogaritlinierL 
von I : ql nnd (2^)?^ wobei fur h sogleich der wegen Abrundung ver- 
besserte Wert zu benutzen ist. Die Summe der Zeilen i und 2 stebt 
wieder in Zeile 4, wogegen in Zeile 3 und 5 die aus Tabelle IX zu 
entnehmenden Wertreihen von Log C{q) eingetragen sind. Die Summe 
von Zeile 3 und 4 kommt nacb Zeile 6, die Summe von Zeile 4 und 5 
dagegen nacb Zeile 26. Die Zeilen 6 und 26 entbalten also die 
Logaritbmen der mP{g)^ die nunmebr nocb auf die mQ{q) zu redu- 
zieren sind. Zu den Werten in Zeile 6 wird der Logaritbmus des 
ersten Grliedes der Reibe (34) addiert^ wobei im vorliegenden Falle 
2T = i zu setzen ist. Die Summen kommen um zwei Spalten nacb 
recbts verscboben in Zeile 6 a. Dann addiert man zu Zeile 6 a den 
Logaritbmus des zweiten Gliedes in (34) und setzt die Summen um 
zwei Spalten verscboben in Zeile 6b5 in derselben Weise leitet man 
mit dem dritten Gliede in (34) das Glied der Zeile 6 c ab, das im vor- 
liegenden Falle wegen seiner Unmerklicbkeit durcb einen bloBen Stricb 
angedeutet ist. Die Numeri der Zeilen 6 bis 6 c steben vier Zeilen 

tiefer in 6d bis 6g5 die Summen dieser Numeri befern die in Zeile 7 

angesetzten Werte der Q{q)^ Aus letzteren wird dann genau wie in 
Tabelle XI das System der E{e, h)^ und JE{Cy gebildet. Die Kontroll- 
recbnung scblieBt sicb in derselben Weise an die Zeile 26 an und 
braucht nicbt mebr besonders besprocben zu werden. 

Die Durcbfiibrung der Recbnung liefert fiir die normalen die 
beiden Wertreiben 

mE^ mE^ niE^ niE^ 

— 171.7 — 16.2 *4*20.0 12.1 

— 171,8 —16.4 -1- 20.3 4“ 12. 1 

die befriedigend miteinander stimmen. 

Stellt man die Zablen fur die unstetige und die stetige Recbnung 
tibersicbtlicb zusammen, so ergibt sicb 



m * 


str (x) 

Log^ 

unstetig 

1000 

6.024 

2.224 

9*5023 

stetig 

1000 

6.024 

2.205 

9.5060 



F4 


F, 

unstetig 

— 0.1675 

— 0.0159 

+ 0.0193 

+ O.OI 16 

stetig 

— 0.17 1 7 

— 0.0163 

+ 0.0201 

-4- 0.0 I 2 I 


-Fa 

F, 

F, 

F, 

unstetig 

— 4 i.g 

— 4.0 

+ 4 *S 

-f 2.9 

stetig 

— 42.9 

— 4.1 

+ 5.0 

+ 3-0 

TJntersebiede 

zwiscben 

den beiden 

Fallen sind, 

da keine 


triebene Abrundung vorliegt^ nicbt sebr groJB, immerbin jedocb in str {x)^ 
h und E^ fur die bier innegebaltene Rechnungsscbarfe sebr merklicb. 

18 * 
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§ 198. ITaclidem die Koeffizienten bis Dq ermittelt worden sind, 
bandelt es sicb nocb darum festzustellen, wie weit im vorliegenden 
Falle die initgenommeneii Glieder der 0-Ileihe den beobachteten 
Verlaiif der Verteilung darstellen. Zu dem Ende setzen wir die vor- 
gelegte Kollektivi^eihe zimacbst wieder als unstetig voraus. Ferner 
fiibren wir das normale Hilfsargument u ^ 1 i{x c) ein und setzen 

m JE^ = 2 ^ 2^ (35) 

wo die F aus Tabelle XII in § 195 entnehmen sind, und die 
wie bereits in § iQ4 bemerkt wurde, in den Tafeln des Anbanges 
gefiinden werdeii. Dies vorausgescliickt schreiben wir die Grund- 
gleichimg 

— I = ^{u) + D^ 0 {u)^ + H 

in der Gestalt 

m®{x) — \ni = ^ni 0 {u) + + F^W{u)^ + * * •? (36) 

wobei zu beacbten ist, daB in (3b) fur die Veranderlicbe x nicbt 
die Argumentwerte der Verteilungstafel, sondern die zwischen den 
Argumenten liegenden Halbierungspunkte zu setzen sind, welcbe bier 
die RoUe der Wecbselpunkte stetiger Kollektivreiben zu ubernebmen 
baben. 

In den Tabellen XIV findet man die erforderlicbe Reebnung 
zusammengestellt, die des Raumes wegen in mebrere nebeneinaiider 
zu setzende Abscbnitte zerlegt worden ist. Die Spalte x in XIY A 

TabeUe XIVA. 



X 



W{u), 



W{u\ 

— 

00 

— 00 

— 1. 0000 

0.000 

0.00 

0.00 

0.00 


1-5 

— 1.43^2 

— 0.9580 

4- 0.224 

+ 0.12 

— 0.17 

— 0.47 

+ 

2-5 

— 1. 1203 

— 0.8869 

+ 0.243 

~ 0.09 

— 0.46 

— 0.34 

+ 

3-5 

— 0.8024 

- 0.7435 

+ 0.085 

— 0.41 

— 0.45 

+ 0.45 

+ 

4-5 

- 0.4845 

— 0.5068 

— 0.237 

- 0.55 

+ 0.09 

+ I-I 4 

+ 

5-5 

— 0.1666 

— 0.1863 

— 0.518 

— 0.27 

+ 0.73 

+ 0.66 

+ 

6-5 

+ 0.1513 

+ 0.1694 

— 0.526 

+ 0.25 

+ 0.75 

0.61 

+ 

7-5 

+ 0.4692 

+ 0.4930 

-0.253 

+ 0.54 

+ 0.12 

— I. 15 

+ 

8.5 

+ 0.7871 

+ 0-7344 

+ 0.073 

+ 0.42 

- 0.44 

— 0.50 

+ 

9-5 

+ 1. 1050 

-|- 0.8819 

4- 0.240 

+ O.IO 

-0.47 

+ 0.32 

+ 10.5 

+ 1.4229 

+ 0.9558 

+ 0.227 

— O.II 

— 0.18 

+ 0.48 

+ 1 1-5 

4* 1.7408 

-|- 0.9861 

+ 0.138 

— 0.15 

+ 0.05 

+ 0.21 

+ 12.5 

+ 2.0587 

+• 0.9964 

+ 0.061 

— 0.09 

+ O.IO 

— 0.02 

+ 13-5 

+ 2.3766 

+ 0.9992 

+ 0.020 

— 0.04 

+ 0.06 

— 0.07 

+ 00 

+ 00 

4- 1.0000 

0.000 

0.00 

0.00 

0.00 



Numerisclie Bearbeitung: Summenmethode (IL Form). 277 

Tabelle XIV B. 

it? mU JB (B-R)o (B*~R)3 

— oo — 500 — 500 — 500.0 0.0 0.0 0.0 

+ 1.5 +6 —494 — 479-0 —15-0 — 9-4 — 5-6 

■f 2-5 + 36 —458 — 443-4 —14-6 —10.2 — 4.4 


+ 3-5 + 78 —380 —371-7 — 8.3 - 3.6 — 4.7 

+ 4-5 + 149 — 231 — 253.4 + 22.4 + 9.9 + 12.5 

+ 5-5 + 161 — 70 — 93.1 +23.1 +2I.7 4- 1.4 

-f 6.5 + 183 + 113 + 84.7 + 28.3 + 22.0 + 6.3 

+ 7-5 + 134 + 247 + 246.5 -f- 0.5 + 10.6 — lo.i 

-I- 8.5 + 114 +361 +367-2 — 6.2 — 3.1 — 3.1 


+ 9-5 + 74 + 435 + 440-9 — 5-9 — lo.i + 4.2 

+ 10.5 + 34 + 469 + 477-9 - 8.9 — 9.5 -f 0.6 

+ 11.5 + 19 +488 + 493-1 — 5-1 — 5-8 + 0.7 


+ 12.5 

+ 10 

+ 498 

+ 498-2 

— 0.2 

— 2.6 

+ 2.4 

+ 13-5 


0 

+ 498 

+ 499-6 

- 1.6 

— 0.8 

- 

- 0.8 

+ 00 

+ 

2 

+ 500 

+ 500.0 

0.0 

0.0 


0.0 





TabeUe XIV C. 





X 


(B- 

-R). 

-^ 5^5 

{B-R )5 


(B-R)e 

(B- 

•R)jhU 

— 00 

0.0 


0,0 

0.0 

0.0 

0.0 

0.0 



+ 1-5 

-0.5 

— 

5-1 

— 0.8 

— 4.3 

- 14 

-2.9 

— 

2-9 

+ 2.5 

+ 0.4 

— 

4.8 

— 2.2 

— 2.6 

— I.O 

— 1.6 

+ 

1.3 

+ 3*5 

+ 1.6 

— 

6.3 

— 2.2 

-4.1 

+ 1-3 

- 5-4 

— 

3-8 ■ 

+ 4-5 

-j“ 2,2 

+ 10.3 

+0.4 

+ 9-9 

+3-3 

+ 6.6 

+ 12.0 

+ 5-5 

+ 1.1 

+ 

0-3 

+ 3-5 

— 3.2 

+ 1-9 

- 5-1 

— 

II . 7 

+ 6.5 

— I.O 

+ 

7,3 

+3-6 

+ 3-7 

-1.8 

+ 5-5 

+ 10.6 

+ 7-5 

— 2.2 

— 

7-9 

+0.6 

-8.5 

-3-3 

- 5-2 

— 

10.7 

+ 8.5 

“-I7 

— 

1.4 

— 2.1 

+ 0.7 

— 1-4 

+ 2.1 

+ 

7-3 

+ 9-5 

— 0.4 

+ 

4-6 

—2.3 

+ 6.9 

+0.9 

+ 6.0 

+ 

3.9 

+ 10.5 

+ 0.4 

+ 

0.2 

-0.9 

+ I-I 

+ 1-4 

- 0-3 

— 

6.3 

+ II- 5 - 

+ 0.6 

+ 

O.I 

+ 0.2 

~ O.I 

+ 0.6 

— 0-7 

— 

0.4 

+ 12.5 

+0.4 

+ 

2.0 

+0.5 

+ 1.5 

— O.I 

+ 1.6 

+ 

^.3 

+ 13-5 

+ 0.2 

— 

I.O 

+0.3 

— 1.3 

— 0.2 

— 1. 1 

— 

2-7 

+ 00 

0.0 


0.0 

0.0 

0.0 

0,0 

0.0 

+ 

1. 1 


enthalt die Halliierungs- oder Wechselpuntte der in § 188 gegebenen 
Verteilungstafel, nnter Hinzufiigung der beiden Stellen — 00 und 
+ 00. Daneben sind die zugeliorigen Werte des Hilfsargnments 

u = ^(a; — c) = 0.3: 79 (a; — 6.024) 
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angesetzt. Daiin folgen die Werte von ^{u)j sowio von bis 

^obei die Stellenzahl mit Eiicksicbt anf die in Tabelle XII 
gegebenen Werte der Grofien m JE : 4 oder F bemessen ist. 

In dem Abschnitt XIV B sind der bessern Ubersicht wegen zn- 
nachst die Werte von x aus XIV A wiederholt. In der zweiten Spalte 
mVi ist neben — — 00 der Betrag von — d. b. bier ■— 500^ 
gesetzt, dann folgen die Werte der Verteilungstafel. Zu diesen 
Zablen werden nun nacb dem in § 184 Tabelle II gegebenen Schema 
die Werte der ersten Sumnienreibe gebildet, d. b. man setzt neben 
jedem Gliede der Spalte mU die Summe aus diesem Giiede und den 
dariiber stebenden Zablen an. Die so entstebende, mit B iiberscbriebene 
SummenspaltO; die mit scblieBen muB, entbalt offenbar die be- 
obacbteten Werte der linken Seite von (36), wenn daselbst fur die x 
die Wecbselpunkte gesetzt werden. Damit sind die notigen Vor- 
bereitungen erledigt. 

Da es von Interesse ist, den EinfluB der einzelnen GUeder der 
^-Reibe zu liberseben, so ist die weitere Recbnung in folgender Weise 
angelegt worden. Neben B steben die Werte von jm 0 {u\ die durcb 
Multiplikation der vorber ausgeschriebenen 0 (u) mit jm = 500 er- 
balten werden. Dann werden die in Spalte (B — 6)0 stebenden 
Diflferenzen 

(B — R)0 = J? — \m 0 {u) 

gebildet, die den Unterscbied zwischen Beacbtung und Recbnung an- 
geben, wenn man von der ^-Reibe nur das erste Glied beriicksicbtigt. 
Weiter folgt die Spalte der Produkte F^W^, wo F^ nacb TabeUe XII 
gleicb —41.9 ist. Die in der nacbsten Spalte angesetzten Differenzen 

(B-R )3 = (B~R) 0 -~i^ 3^3 

geben die zwiscben Beobacbtung und Recbnung iibrig bleibenden 
Unterscbiede an, wenn man in der 0-Reibe bis ^3 gebt. In derselben 
Weise sind die in Tabelle XIV C aufgefiibrten GrSBen (B — R)^, 
(B — R)5 und (B — R)e geBildet, indem man scbrittweise aucb die 
Produkte F^W^, F^W^ und FqWq beranziebt. 

§ rgg. Der Gang der Zablen (B — R)o lebrt, daB das einfacbe 
Exponentialgesetz, das ja durcb das Anfangsglied der ®-Reibe gegeben 
ist, den Verlauf der Zablen B nur recbt unvoUkommen darstellt, 
und zwar kommt das nicbt allein in den Betragen der iibxig bleibenden 
. Abweicbungen, sondern mebr nocb in dem Verbalien der Vorzeicben 
zum Ausdruck. Die Hinzufugung des Gliedes F^ 0 ^ bewirkt, wie die 
(B — R)g lebren, eine wesentlicbe Verbesserung der Darstellung, womit 
die scbon aus dem Betrage von zu entnebmende Anzeige einer 
ausgesprocbenen Unsjniinetrie der Verteilung bestatigt wird. Die 
folgenden Glieder driicken dann trotz der nicbt sebr groBen Betrage 
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von jFg und die starkeren Abweicliungen noch weiter herunter 
Tind vermehren die Anzahl der Vorzeichenweclisel, so daB sich die 
bereclinete Summenkurve mit melirfach wechselnden Ausbiegungen 
von maBiger GrroBe durch die beobacbtete Kurve bindurcbscblingt. 

Die letzte mit (B — R)mU bezeiebnete Spalte entbalt die ersten 
Differenzen zu den Zahlen (B — R)0, wobei die Differ enz jedesmal 
neben den Minnendus geschrieben ist. Diese Differenzen liefern 
offenbar die Unterschiede zwiseben den beobacbteten und den be- 
reebneten Werten von mVi{x), 

Der AnscbluB der mit secbs Blementen berecbneten Verteilung 
an die beobacbteten Zablen ist als sebr befriedigend anzuseben, wie 
am besten erbellt, wenn man sicb die beobacbtete und die berecbnete 
Kurve fur m®{x) gezeicbnet denkt. Nimmt man bierbei zur Dar- 
stellung der Einbeit in m®{x) die Lange von i mm, so debnt sicb 
jede der beiden Kurven in der Hobe iiber einen Raum von looo mm 
aus, wabrend die zwiseben ibnen bestebenden Abweiebungen unter 
7 mm bleiben. 

Wird die Verteilung als stetig vorausgesetzt, so batte man die 
Vergleicbung zwiseben Beobaebtung und Reebnung mit den fur diesen 
Fall in § 197 angegebenen Elementen durebzureebnen. Icb unterlasse 
es jedoeb, die Zablen, die sicb so ergeben, berzusetzen, weil der Gang 
der Widerspruobe B — R im wesentbeben dasselbe Bild zeigt, wie 
im Palle der Unstetigkeit. 

Weitere mit secbs numeriseben Elementen durcbgerecbnete und 
sebr versebiedenen Gebieten entnommene Beispiele findet man in der 
Arbeit von F. Werner ,,Beitrage 0ur KolleUivma^lehTe^^ ( Wundt^ 
Pbilosopbiscbe Studien Band XIV). Man kann aus den daselbst mit- 
geteilten Zablen entnebmen, daB die Glieder mit ^5 und 0 q fiir ge- 
wobnlicb von untergeordneter Bedeutung sind und boebstens bei ganz 
ubermaBig unsymmetriseben Verteilungen eine Rolle spielen. Bei 
dieser Gelegenbeit mag erwabnt werden, daB in den Piguren der 
genannten Abbandlung durcb ein Verseben als Pebler der Ver- 
teilungsordinaten die zwiseben Beobaebtung und Reebnung tibrig- 
bleibenden Widersprticbe von m®{x)y statt von mlX{x)j angebraebt 
worden sind. 

§ 200. Die bier zur Erlauterung der Reebenvorsebriften benutzte 
Auszablung der Endnullen im „Tbesaurus", die an sicb als eine 
muBige Spielerei betraebtet werden konnte, ist mit Absiebt als Bei- 
spiel gewablt worden. Sebon bei fruberer Gelegenbeit wurde mebrfacb 
darauf binge wiesen, daB der matbematisebe Inbalt der „Haufigkeits- 
reebnung" d. b. also die Lebrsatze uber die 2 B-Gr 6 Ben und die 
Funktion von der Voraussetzung zufalliger Ereignisse unabbangig 
sind, und daB infolgedessen die Anwendung jener Lebrsatze auf be- 
obacbtete Dinge durebaus niebt auf die mit den Einwirkungen des 
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Zufalls beliafteten VorkominDisse besehrankt ist. Die Frage^ ob der 
Zufall mitsjDielt oder Bicbt wird erst dann von Belang; wenn es sicb 
11231 die ricbtige Deutung der errecbneten Ausdriicke und Zablen 
bandelt. Ans diesem Grunde war es offenbar nicht obne Interesse^ 
ein Beispiel heranznzieben^ bei dem von Znfall keine Rede ist. Da- 
dnrcb wird natiirlicli nicht die Frage ansgescblossen, ob und wie weit 
man derartige Kollektivreihen mit einem Urnenschema in Parallele 
stellen darf^ und man kann sagen, da6 gerade bei dem Beispiel der 
EndnnUen die Vergleicbung mit dem Urnenschema sehr nahe liegt. 
Zu dem Ende hat man eine TJrne anzunehmen^ die eine weiBe Kugel 
(fiir die Endnuli) und neim schwarze Kugeln (fur die neun anderen 
Endziffern) enthalt. Ferner ist^ entsprechend den 60 Zeilen einer 
Thesaurus-Spalte, der einzelne Versuch aus 60 Ztigen mit Zuriick- 
legung der Kugel zusanimenzusetzen. Fiir dieses Schema hat man^ 
wenn 

23 (Endnuli) ==i) = o.i, i ^ 0.9 

geschrieben wird, nach den friiheren Satzen 

wahrend andererseits 

ist. Berechnet man nun daraufhin die 11(^2?) direkt nach der Binomial- 
form el 

Vc{x) == : \x\ (60 — a?)!] 

von x^o bis so erhalt man das nachstehende Tafelchen, 

in dem B den beobachteten, JR den berechneten Wert von 1000 Vi{x) 
bedeutet. 

x^o I 2 3 4 5 

B^o 6 36 78 149 161 

iJ==i.8 12,0 39.3 84.3 133*6 166.2 

6 7 8 9 10 II 

J5=-i83 134 114 74 34 19 

169.3 145.1 106.8 68.6 38.9 ig.6 

x^i2 13 14 15 — 60 

J5 = 10 o 2 o 

8.9 3.6 1.4 0.6 

Die Ubereinstimmung ist nach diesen Zahlen immerhin geniigend, da 
die Widerspruche B — JR von derselben GroBenordnung sind, wie die 
aus der Formel (31) in § 130 folgenden Betrage der zugehorigen 
Streuungen. 

§ 201. Wirft man zum Schlusse noch einen raschen Blick uber 
die in den letzten Abschnitten behandelte Form der numerischen 
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Bearbeitung eines K.>Gr., so erkennt man, claB der Gang der Kecbnung 
von der Verteilungstafel ab in vier deutlicli gescbiedene Abscbnitte 
zerfallt, iiber die jetzt nocb einige allgemeine Bemerkungen nach- 
getragen werden soUen. 

Der erste Abscbnitt umfaBt die Berecbnung der mit der Kon- 
stante e und der GroBe y ^ x — e gebildeten Ausdriicke 

Oder 

wobei man sich vor Beginn der Reclinung dar iiber scbliissig zu 
machen bat, ob man mit den Produkten U(j?)j/” oder mit den Summen- 
reihen arbeiten will. Fiir den, der einmal eine nicbt zu kurze Ver- 
teilungstafel fur drei oder mebr Elemente nacb beiden Vorscbriften 
durcbgerecbnet bat, wird allerdings die Wabl nicbt scbTver sein, denn 
der an sicb lastige Umstand, daB bei der Summenmetbode vielzifiErige 
Zablen auftreten, wird durcb die Ubersicbtlicbkeit der Recbnung tmd 
durcb die standigen KontroUen mebr als ausgeglicben. Dazu kommt 
nocb ein andrer Punkt: bei dem Produktverfabren unterliegt der 
Reebner leicbt der Yersucbung, die Verteilungstafel stark ziisammen- 
zuzieben, um die Arbeit zu sparen; wir baben aber geseben, daB 
starke Abrundung durcbaus vom tJbel ist. Bei der Summenmetbode 
bingegen macbt es nur einen geringen Unterscbied, ob die Verteilungs- 
tafel 15 oder 30 oder nocb mebr notierte Argumente entlialt. Die 
Bildung der Summenreiben gestaltet sicb fast zu einer bloBen Scbreib- 
arbeit, sobald man der unter den Berufsrecbnern vei-breiteten Gewobnbeit 
folgt, bei der Addition oder Subtraktion zweier Zablen immer von 
links nacb recbts zu recbnen. 

Die besondere Anordnung des Recbenscbemas, die bei dem oben 
bebandelten Beispiel bescbrieben wurde, ist aus der Absicbt entsprungen, 
den Gebraucb der Recbenmascbine oder besonderer Hilfstafeln zu um- 
geben. Zu dem Ende sind auBer bloBen Additionen nur Multiplikationen 
mit kleinen Paktoren eingefiibrt worden. Will man dagegen die 
Recbenmascbine beranzieben, was an sicb durcbaus nicbt unzweck- 
maBig ist, so lassen sicb nocb andere braucbbare Anordnungen auf- 
stellen, auf die jedocb bier nicbt naber eingegangen werden soil. 

Der zweite Abscbnitt umfaBt den tTbergang auf die numeriscben 
Elemente. DaB die Potenzmittel fiir sicb aUein zur Charakte- 

ristik eines K.-G. dienen konnen, ist scbon friiher erwabnt worden, 
ebenso aber aucb, daB sie fur diesen Zweek weniger geeignet sind, 
als gewisse aus ibnen gebildete Verbindungen, wie sie bier durcb die 
D-Koeffizienten gegeben sind. Diese Koeffizienten, zusammen mit 
geeigneten Tafeln der Punktionen geben sofort ein deutbcbes 
Bild, wie das einzelne Element auf den Verlauf des K.-G. einwirkt. 
Bei dieser Gelegenbeit mag aucb nocb der TJmstand bervorgeboben 
werden, daB die GroBen D^, der linearen Transformation des Arguments 



282 


Zweiimdzwaiizigste Yorlesung. § 30i. 202 . 


gegenuber, invariant sind. Man wird demnaeli^ sobald man iiber das 
zweite Element str(a;) hinausgelien will, stets darauf angewiesen sein^ 
die Bechming bis zu den nachstfolgenden — oder einem gleich 
tauglichen System charakteristischer Bestimmungsstiicke anszudehnen. 

Die bier benutzte Anordnimg znr Ableitung der Elemente ist 
auf den Grebraucb der Logarithm entafel berechnet, die meines Er- 
acbtens in diesem Teile der Arbeit den Vorzug vor anderen Hilfs- 
mitteln verdient. Denn man reicbt filr gewohnliob mit einer vier- 
stelligen Tafel voUkommen aus, sobald man nur bei der zweiten 
Form der Summenmetbode die Vorsicbt gebraucbt, die beiden in 
§ IQ I mit 6 nnd f bezeicbneten GrroBen moglicbst nabe an ®(ir) 
zu legen. 

Der dritte Abscbnitt der numerisohen Bearbeitung bescbaftigt 
sicb mit der Ermittelung der Widerspriicbe, die das errecbnete Ele- 
mentensystem zwiscben Beobaebtung und Recbnung ubrig lafit. Ob 
die Durcbfiibrung dieses Teils der Recbnung im einzelnen Falle an- 
gezeigt ist Oder nicbt, das bangt offenbar jedesmal von den besonderen 
Umst^den dieses Falles ab. W^enn z. B. die beobacbtete Verteilungs- 
kurve sebr stark springt, so wird man auf die Ermittelung der 
W^iderspriicbe keinen besonderen W^ert legen, da man im voraus auf 
einen unbefriedigenden AnsohluB gefaBt sein muB. Andrerseits wird 
man, wenn eine groBere Anzabl gleicbartiger und regelmaBig laufender 
Verteilungen vorliegt, sicb damit begnbgen diirfen, die eine oder die 
andere Kurve als Sticbprobe durcbzurecbnem 

Der vierte Abscbnitt endlicb, nanadicb die Vergleicbung mit einer 
tbeoretiscben Verteilung, kommt offenbar nur bei solcben Kollektiv- 
reiben in Frage, bei denen man Grmnd bat, die Existenz eines be- 
stimmten Verteilungsgesetzes, wenn aucb nurbypotbetiscb, anzunebmen. 

Bei dieser Gfelegenbeit mag nocb die Bemerkung eingescbaltet 
werden, dafi sicb eine Yerteilung, welcbe die n + 1 beobacbteten 
Argumente rr = o, i, • • • ^ entbalt, jederzeit auf die Gleicbungen des 
Fo'issonsoheii Schemas reduzieren laBt. Setzt man namlicb in der fur 
eine solcbe Verteilung geltenden Gleicbung 

S)(w^) = U(o) + U(i)^ + • • • + U{n)u^ 

1 + v fur u und entwickelt recbts nacb t;, so erbalt man eine Gleicbung 
von der Gestalt 

®[(i + vY] = 6(0) + l){i)v + • • • + l)[n)v^y 

in der 6(0)= i ist, da fiir — o die linke Seite den Wert Eius 
annimmt. Zerlegt man nun das Polynom auf der recbten Seite in 
seine Linearfaktoren, so wird 

2)(m*) = (i +i?i®)(i • (i 
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wo die GroBen — i die Wurzein des Polynoms bedeuten. 

Scbreibt man weiter 

I -Pk, 


so wird 


®(“*) = (iJl« + 2)(i>2M + 2) • • • (am + 2)- 


Das ist aber die in § 147 (10) angesetzte Ausgangsgleichung fur das 
Poissomok^ Schema. Selbstverstandlich hat eine solche Reduktion 
nur dann eine mehr als bloB formale Bedentung, wenn die GroBen 
reelle positiye echte Briiche sind. 

§ 202. Zusammenfassend kann man sagen, daB der hier be- 
sprochene Rechnungsgang weder besonders schwierig, noch besonders 
langwierig ist, immerhin aber einen gewissen Rechnungsaufwand ver- 
langt, der dann ins Gewicht jK-Ut, wenn Kollektivreihen in groBerer 
Menge gleichzeitig zu nntersuchen sind. Aus diesem Grunde habe ich 
Gewicht darauf gelegt, die Rechenvorschriften so zu gestalten, daB 
ein erheblicher Teil der Arbeit von Hilfskraften erledigt werden kann, 
die keine besondere wissenschaftliche Vorbildung besitzen. Im tibrigen 
aber muB, da es sich doch nun einmal um die numerische Bearbeitung 
von Zahlungen handelt, so oder so ein bestimmtes Quantum von 
Ziffern „vertilgt^^ werden, und es macht manchmal einen absonderliehen 
Eindruck, wenn der Bearbeiter guter Beobachtungsreihen uber den 
erschrecklichen Ziffernverbrauch jammert und eine unsachgemaBe Be- 
handlung der Zahlen damit zu rechtfertigen sucht, daB die mathematisch 
korrekte Behandlung zuviel Mtihe mache. Wie eine solche Ausrede 
zu beurteilen ist, lehrt die Vergleichung mit anderen Gebieten. Wenn 
z. B. jemand die mikroskopische Struktur organischer Gebilde selb- 
standig untersuchen will, so gilt es als allererste Forderung, daB er 
sich mit der dazu notigen Technik vertraut mache. Genau dasselbe 
gilt aber auch von der numerischen Bearbeitung beobachteter Zahlen, 
dmn das wissenschaftliche Bechnen ist eine Technik, die geg&mvdrtig 
in ihrer Art elenso mannigfaltig und diirchgebildet ist, wie etwa die 
TecTmik des Ilikroskopierens oder der chemischen Analyse. DaB man 
mit den Ziffern nicht wiisten soil, ist ja selbstverstandlich, und es ist 
auch keine Frage, daB auf den Gebieten, auf denen die Kollektiv- 
maBlehre als Werkzeug der Untersuchimg gegenwartig hauptsachlich 
in Betracht kommt, also z. B. in der Morphologic organischer Ge- 
bilde, in der Psychophysifc und in der Meteorologie, vorlaufig die 
mehr summarische Beschreibung zahlreicher gleichartiger Kollektiv- 
reihen wichtiger ist, als die penible Untersuchung eines einzelnen 
K.-G. Durch eine solche Einschrankung des Zieles der Rechnung 
reduziert sich der Rechnungsaufwand sehr erheblich. Geht man z. B. 
mit den numerischen Elementen nur bis Dg oder hochstens i)^, so 
schrumpft der Ziffernverbrauch, wie ein Blick auf das oben behandelte 
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Eeispiel lehrt, stark zTisamraeii. Trotzclem bleibt der Satz bestehen, 
daB zur sacbgemaBeii Handbabung der KollektiYmaBlebre doch noch. 
etwas mehr notig ist^ als der primitiye Gebraucb der yier Spezies. 


Dreiundzwanzigste Vorlesung. 

Numeriscite Bearfteitung: Beobachtnngsgleichnngen. 

§ 203. Die direkte Mittelbildung und die daraus unter gewissen 
VorauRsetzungen bergeleitete Summenmetliode kann als der natiirlichste 
Eechnungsgang angeseben werden, yrenn es sicb um einen unstetigen 
K.-G. bandelt. 1 st dagegen der yorgelegte K.-G. stetig oder wird er 
im Falle der Uiistetigkeit gleicby?’obl als stetig bebandelt, so sind 
jene Recbenyorscbriften an die Bedingung gebunden, daB die Ver- 
teilimgstafel aquidistante Wecbselpunkte und eine binreicbend kleine 
Abrundung besitze^ denn andernfalls ist das Ergebnis unsicbeir oder 
aucb ganz illusoriscb. Nun kommt es aber ofters vor, daB der 
Beobacbter aus Unkenntnis der fur eine sacbgemaBe numeriscbe Be- 
arbeitung notwendigen Voraussetzungen gegen jene Bedingung yer- 
stdBt, sei es bei der Mitteilmig seiner Zablungen, sei es — was nocb 
ungiinstiger ist — scbon bei der Ausfubrung seiner Beobacbtungen. 
Ebenso kann es yorkommen, daB die Bescbaffenbeit des uiitersucbten 
K.-G. die Erfullung der genannten Bedingung yon yornberein aus- 
scblieBt: Beispiele bierfiir trifft man in der Psycbopbysik bei der 
sogenannten Metbode der ricbtigen und falscben Falle. Unter solcben 
Umstanden wird der Recbner yor die Erage gestellt; welcbes Ver- 
fabren er statt des ibm nuumebr yerscblossenen Weges der direkten 
Mittelbildung zu benutzen babe. Die Antwort bierauf berubt auf 
den nacbfolgenden IJberlegungen. 

Die Beobacbtung iiefert fur eine Reibe von Werten des Argu- 
ments X die zugeborigen Werte yon Man kann also, wenn man 

die Parameter c, h yorlaufig nacb Gutdiinken wablt, mit dem Hilfs- 
argument 

u = h{x — c) 

fiir die einzelnen notierten x zunacbst die Gleicbungen 

2 ©(a;) — I — ®(m) = 4 (i) 

ansetzen. Dieses Gleichungssystem ist nim nocli zu yervoUstandigen, 
da sich seine Aussagen auf die Punkte besciranken, die dem Gebiete 
der moglicheu Argumentwerte angeboren. Zu dem Ende denken wir 
uns, wenn Jc das kleinste, g das grofite moglicbe Argument bedeuten, 
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und a eine beliebig Heine angebbare positive GroBe bezeichnet^ zu 
(i) nocli die Gleicbungen binzugefiigt, die den Argnimentwerten 

X — a, Iv — 2 a, Ic — , 

x^ g + a, g + 2a, g + 2>a, ... 

entsprecben. Das so entstebende System, nacb der Reihenfolge der x 
geordnet, nennen wir die Sumnirngleicliungen. 

Die Summengleicliungen sind, weil man von ibnen ansgebend 
ruckwarts wieder zn der Summentafel gelangen kann, als mit dieser 
Tafel aqnivalent anzusehen. Dieselbe Eigenscbaft kommt ferner aucb 
alien anderen Gleicbnngssystemen zu, die aus den Summengleicbungen 
in der Weise bergeleitet sind, daJB das neue System dem urspriing- 
licben jedesmal Equivalent wird. Ein Beispiel bierfur erbalt man, 
wenn man jede Summengleicbung von der nacbstfolgenden abziebt. 
Dieses besondere System kann man als die Verteilungsgleichungen be- 
zeicbnen, da ja die Subtraktion jedes ®{x) von dem nacbstfolgenden 
auf die Verteilungszablen fiibrt. Im iibrigen woUen wir alle der- 
artigen Systeme unter dem Namen BeobachtungsgleicJiungen zu- 
sammenfassen. 

Das System der Summengleicbungen, bei dem wir einstweilen 
steben bleiben, liefert unendlicb viele Bedingungen, in denen unendlicb 
viele TJnbekannte, namlicb die GroBen auftreten, wabrend alles 
iibrige bekannt ist. Mit einem solcben System ist nun einstweilen 
nicbts recbtes anzufangen. Indessen wiirde aucb dann, wenn ein 
sicberes Verfabren zur Auflosung der unendlicb vielen Gleicbungen 
angegeben werden konnte, sicb die Aufgabe als unbestimmt erweisen, 
da ja durcb die im Gebiete der moglicben x gegebenen Summenpunkte 
unendlicb viele Summenkurven bindurcbgelegt werden konnen, die 
samtlicb den allgemeinen, fur diese Kurven geltenden, Grenz- und 
Stetigkeitsbedingungen genugen. Jede dieser Summenkurven wiirde 
aber auf ein ganz bestimmtes Wertsystem der fiibren, so daB in 
Wabrbeit das vorliegende Gleicbungssystem unendlicb viele Losungen 
zulaBt. Es bandelt sicb also vor allem darum, die tatsacbbcb vor- 
bandene Dnbestimmtbeit irgendwie aufzubeben. 

§ 204. Der gewobnlicb betretene und meistens aucb allein gang- 
bare Weg zur Aufbebimg der Dnbestimmtbeit bestebt darin, daB man 
die D_p binter einem gewissen Gliede, z. B. von Dg ab, samtlicb als 
unmerHicb annimmt und demgemaB einfacb gleicb Null setzt: es 
sind dann nur nocb die vorbergebenden JD^ zu ermitteln. Gfebt man 
nun die Gleicbungen, die zu den auBermoglicben x geboren, der Reibe 
nacb in der Ricbtung nacb — 00 bin durcb, so ist bierbei bestandig 
(B{x) = o, ferner gebt 0 {u) gegen — i, d. b. die linke Seite der 
Gleicbungen gebt gegen Null. Das Gleicbe gilt fiir die recbte Seite, 
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da ja die 0 {u)^ in den beibehaltenen Grliedern mit nnbescbrankt ab- 
nebmenden u gegen Null geben. Die Gleicbungen kommen also, je 
weiter man fortscbreitet, der Identitat o = o immer naher. Das 
gleicbe Ergebnis stellt sick ein, wenn man die Grleicbungen in der 
Ricbtung nach + oo bin dnrcbwandert. Da nun die numeriscbe 
Recbnung immer nur mit einer bescbrankten Stellenzabl arbeitet, so 
ist von der Gresamtbeit der Summengleicbungen nur eine begrenzte 
Anzabl fiir den Recbner wirkbcb braucbbar, namlicb die Gleicbungen 
fur die moglicben cc und dazu allenfalls nocb eine oder einige der 
beiderseits anliegenden Grleicbungen. Damit ist man bei einem end- 
licben System von — sagen wir — n Gleicbungen mit p Unbekannten 
angelangt. Hierbei sind nun die drei Palle n<ip, n=p und n'^p 
ZM unterscbeiden. 

Im ersten Falle ist die Unbestimmtbeit offenbar nur vermindert, 
aber nicbt vollstandig aufgeboben; dieser Pall moge vorlaufig beiseite 
bleiben. Im zweiten Falle ist die Aufgabe bestimmt und vorlaufig 
erledigt, sobald man die Gleicbungen nacb den Unbekannten aufgelost 
bat, was ja wegen der linear en Bescbaffenbeit der Gleicbungen obne 
weiteres ausfubrbar ist. Im dritten Falle ist die Aufgabe zunacbst 
tiberbestimmt, und es wird fiir gewobnlicb kein Wertsystem der Un- 
bekannten existieren, das die als braucbbar beibebaltenen Gleicbungen 
gleicbzeitig befriedigt. Oder anders ausgedriickt: jedes Wertsystem 
der Unbekannten, das man als Losung in die Gleicbungen einsetzt, 
wird gewisse Widerspriiche zwiscben der Beobacbtung und der Recbnung 
iibrig lassen. Damit ist der Recbner vor die neue Aufgabe gestellt, 
aus der Gesamtbeit der Losungen diejenige berauszusucben, welcbe 
als die annehmbarste gelten soil und demgemaB bei der weiteren 
Benutzung der errecbneten Zablen zugrunde zu legen ist. 

Die bier neu binzutretende Aufgabe kebrt in alien messenden 
Wissenscbaften standig wieder und bat darum zur Ausbildung eines 
besonderen Algoritbmus gefubrt, der bIs Ausgleichungsrechnung oder aucb 
als Interpolation (im weiteren Sinne dieses Wortes) bezeicbnet wird und 
sieb gegenwartig zu einem selbstandigen Kapitel der angewandten 
Matbematik entwickelt bat. Da dieser Algoritbmus, abgeseben von 
zahbeicben monograpbischen Darstellungen, jetzt fast in jedem Lebr- 
bucbe der Astronomie, Geodasie und messenden Pbysik abgebandelt 
wird, und da uberdies eine Begrilndung der Interpolationstbeorie auBer- 
balb des Rabmens unserer Aufgabe begt^), so diirfen wir uns mit 
dem Satze begnugen, daB die Ausgleicbungsrecbnung bestimmte Wege 
zur Aufsucbung der annebmbarsten Losung bietet. 

§ 205. Das Recbnen mit den Beobacbtungsgleicbungen bietet, 

i) Eine knrze Darstellnng der allgemeinen Grnndlagen der Interpolation 
habe icb in meinen „Gruncllinien des wissenschaftlichen Bechnens^^ (Leipzig 1903) 
gegeben. 
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gegen die direkte Mittelbildung und die Summenmethode gehalten^ 
bestimmte Vorteile und ebenso bestimmte Nachteile. Ein Vorteil ist 
es unzweifelhaft, daB die ®{x) ohne weiteres so benutzt werden konneii; 
wie sie beobacbtet worden sind, und daB alle Fragen, die mit der 
Gr66e der Abrundung zusammenbangen, von vornherein abgeschnitten 
werden. Ferner ist es ein Vorteil, daB das Verfabren unter alien 
Umstanden anwendbar bleibt, also aucb da, wo die direkte Mittel- 
bildung versagt. Endlicb ist noch die dem Recbner gewabrte Be- 
wegungsfreiheit hervorzuheben. Wenn z. B. in der Verteilungstafel 
fiir eine Teilstrecke die Beobacbtung wegen irgend eines Grundes aus- 
gefallen ist oder etwa als verdacbtig ausgescblossen werden muB, so 
wird dadurcb die Aufsucbung der Unbekannten in keiner Weise ge- 
stort, denn der Recbner bat dann nur notig, statt der Summen- 
gleicbungen die Verteilungsgleicbungen beranzuzieben, deren linke 
Seiten die Verteilungszahlen der einzelnen Teilstrecken enthalten, und 
es geniigt, die Gleicbung, die zu der auszuscblieBanden Teilstrecke 
gebort, einfacb fortzulassen und mit den iibrigen Verteilungsgleicbungen 
weiter zu recbnen. 

Als Nacbteile werden gewobnlicb angeseben: erstens die IJnbe- 
stimmtbeit oder Willkiir, die strong genommen jeder Ausgleicbung 
anbaftet, zweitens die indirekte Recbnung, die aus der Auflosung der 
Gleicbungen entspringt und die Unbekannten nicbt unabbangig von- 
einander finden laBt. Diese Dinge sind indessen bei guten Beobach- 
tungen von geringerer Bedeutung: wicbtiger ist ein anderer Umstand. 
Bei der Ansetzung der Beobacbtungsgleicbungen ist man namlicb 
genotigt, die Parameter c und h, falls ibre normalen Werte nicbt 
scbon anderweitig bekannt sind, zun'aebst auf gut Gluck anzusetzen 
und dann von den gefundenen D-Werten auf die ITormalform uber- 
zugeben. Erfabren bierbei die urspriinglicben c, h starkere Anderungen, 
so ist es angezeigt, um die vemacblassigten Glieder der ^-Reibe 
moglicbst unscbadbcb zu macben, den ganzen Ansatz nebst Ausgleicbung 
mit den verbesserten Werten von c und h zu wiederbolen; man darf 
also nicbt immer erwarten, daB sicb die gesucbte Losung sogleicb 
auf den ersten Wurf ergebe. Aucb ist bei sperrigem Beobacbtungs- 
material der Fall moglicb, daB man zuna.cbst eine imaginare Losung 
findet. Verbindet man namlicb die Gleicbungen 

== -- hx)^ 4i?2 = 25D[(7i(? •— Tixfl — i 

mit der fur jede bneare Verbindung von x geltenden Gleicbung 
str Qix - hcf = ^iQbx - hcf] ^^{hx- hcf, 
so wird, weil 

ist. 


str Qbx — "hc)^ ^ str QixY — str {x)^ 
str (x)^ ~ + 2D^ — JDl- 
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Breiunclzwanzigste Yorlesung. § 205 — 207. 


Es konnen also unter Umstanden negative Werte von str(; 3 ?)^ anftreten. 
Derartige Falle bediirfen selbstverstandlich einer besonderen Bebandlung, 
fiir die sich keine allgemeinen Regeln aufstellen lassen. 

Es soil nnn noch der vorbin beiseite gelassene Fall, der eigentlicL. 
nur bei ubertriebener Abnindnng eintreten kann, durch einige Beispiele 
erlautert werden. Die Zablen sind, wie man sehen wird, fingiert; ich 
bemerke jedoch ansdriicklicb, da6 Verteilnngstafeln mit einer derartig 
tibertriebenen Abrundung in der Literatur tatsachlich vorkommen^ 
obne da6 ihre Urheber ein Arg dabei gebabt haben. 

§ 206. Wir betrachten znnacbst eine Verteilimg, die dem ein- 
fachen E.-G. folgt und anf der Gleicbung 

2@(a?) -- 1 = (2) 

bernbt. Da anf der recliten Seite die Glieder mit und fehlen, 
so liegt zugleich die jSTormalform vor und man bat offenbar 

= 7 i = i, str = 0.5 . 

Dazu bilden wir nunmebr eine Verteilungstafel mit den Wecbsel- 
punkten ±1, ±3, ... und setzen demgemaB an: 

Wecbselpunkte x —3 — i +i -|-3 

0 {x) = 2@(a?) — I — 1. 000 — 0.843 + 0.843 + 1. 000 
®{x) 0.000 0.079 0.921 i.ooo 

Die Zablen der letzten Zeile lassen erkennen, daB auBerbalb der 
beiden Wecbselpunkte ± 3 keine voUen Teilstrecken mebr vorkommen. 
Damit gelangen wir zu einer Verteilungstafel, die nur drei voile 
Argumente entbalt, namlicb 

Arguments x — 2 o +2 
Vi{x) 0.079 0.842 0.079. 

Berecbnet man bieraus nacb dem Verfabren der direkten Mittelbildung 
die GroBen '^{x) und so wird • 

®(^)~o, = 0.632, str(ir)^ == 0.632. 

Das gefundene str(ir)^ bedarf also, urn den ricbtigen Wert 0.5 zu 
liefern, wegen Teilstreckenlange und Phase der Korrektion —0.132. 
Nun ist die Korrektion wegen Teilstreckenlange gleicb T^:3, also 
im vorliegenden Falls wegen T ^ 1 gleicb — 0.333, so dafi der mit dem 
Einflufi der Phase bebaftete Wert gleicb 0.632 — 0.333 oder gleicb 0.299 
wird. Die wegen der Phase erforderlicbe Korrektion ist also gleicb 
0.500 — 0.299 == + 0.201. 

In dem vorstebenden Beispiel war wenigstens ^{x) ricbtig ge- 
funden worden. Wir wollen nun das Beispiel abandern, indem wir jetzt 

2 ^{x) — I = — 0.5) 
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setzen^ wo ©(it?) *= 0.5, h = i iind str(a?)^ =* 0.5 wird. Mit den vier 
vorliin benntzten Wechselpunkten erhalten wir nunmelir die Zahlen 


Wecbselpunkte x — 3 

— I 

+ 1 

+ 3 

0{x) ^ 2 ( B { x ) — l — I.OOO 

— 0.966 

+ 0.520 

+ I.OOO 

@ {x) 0.000 

0.017 

0.760 

I.OOO 

aus denen die Yerteilungstafel 




Argumente x — 

2 0 

+ 2 



Vi{x) 0.017 0-743 0.240 

entspringt. Darans ergibt sich wieder durcli direkte Mittelbildnng 
£)(ir) = -f 0.223, == 1.028, str(ii;)^ == 0.978, 

str(ii?)^ — 0.333 = 0.634. 

Hierans ergeben sicb fiir 2 ) (5?) und str(^)^ die Phasenkorrektionen 
+ 0.277 Tind — 0.134 

Als drittes Beispiel betrachten wir eine Verteilung, bei der 
= 0, 1)2 = o, Dg =- 0.075 

ist, wabrend die ubrigen Elemente so klein sein sollen, dafi sie fur 
die dritte Dezimale in ®(x) nicht in Betracbt komnien. Aus 

2 ®{x) — I == <^{x) + 0.0750(1^)3 = 0{x) + o.3?P‘(a?)g (4) 

berechnen wir abnlicb wie vorhin das Tafelchen 

Wecbselpunkte — 3 — i +i +3 

2®{x) — I — 1. 000 — - 0.780 + 0.905 + 1. 000 

®{x) ' 0.000 o.iio 0.952 1. 000 

Argumente x — 2 o +2 

yx[x) O.IIO 0.842 0.048 

Die Yerteilung ist merklicb unsymmetrisch, denn aus (4) erbalt man 
@(o) = 0.42, I — @(o) = 0.58, 

so daB sich die Argumentmengen, die unterbalb und oberbalb des 
Durcbscbnittes ^{x) = o liegen, etwa wie 2 zu 3 rerbalten. Die 
Recbnung mit direkter Mittelbildnng liefert 

^{x) = — 0.124, ^{x^ = 0.632, str(ir)^ = 0.617, 

str {xf — 0.333 = 0.284, 

woraus wiederum ein sebr betracbtlicber EinfluB der Phase folgt. 

§ 207. Wir wollen nun einmal annehmen, daB die ®{x) der 
drei beobacbteten Beispiele obne Angabe ihrer Herkunft als Beobach- 
tungen eines stetigen K.“Gr. Yorgelegt worden seien. Da femer die 
Yerteilungstafeln jedesmal nur drei voile Argumente enthalten, so 

Bruna, Walirsclieinliclikeitarecliinmg. 19 



290 


Dreiundzwanzigste Vorlesung. § 207. 208. 


woUen wir yersnelieii, ob man nicht scbon mit den beiden niedrigsten 
jmmeriscben Elementen nnd dem einfacben E.-G. bei der Darstellung 
der gegebenen Zahlen auskommen konne. Bei der Losnng der ge- 
stellten Anfgabe ist man, weil die starke Abrundung den Gebraucb. 
der direkten Mittelbildxing illnsoriscb macht, auf die fur die Wecbsel- 
punkte anzusetzenden Beobacbtungsgleichungen 

2 ®{x)- 1 ^ 0 [Hx-C)] (5) 

angewiesen, deren linke Seiten alles entbalten, was sicb auf Grund 
der gegebenen Zallen tiber die vorgelegten Verteilungen aussagen lafit. 
Fur die beiden ersten Beispiele ist es natiirlicb selbstverstandlich, 
daB die Benutzung der Gleiebungen (5) wieder zu den als Ausgangs- 
punkt genommenen Elementen fiibren wird. So liefert z. B. der 
zweite Fall aus den beiden Gleiebungen 

— 0.966 = 2@(— i) — I == 0 [h{— I e)], 

+ 0.520 = 2@(+ i) — I = 0 [h{+ I — c)] 

mit Hilfe einer fiinfstelbgen $-Tafel zu den gegebenen Funktions- 
werten die Argumente 

h{- I - e) = — 1.4991, i — c)^ + 0.4994. 

Daraus folgt 

2?^-= 1.9985, 2fee = + 0.9997, 0.9992, c=- + 0.5000, 

wo die kleine Abweiebung in h aus den Abrundungsfeblern in den 
bereebneten ®{x) entstanden ist. 

Das dritte Beispiel in derselben Weise bebandelt liefert mit den 
beiden mittleren B{x) die Gleiebungen 

— 0.780 = 0 [}i{— I — c)] , + 0.905 = 0 [h{+ I — c)] , 

I c) = — 0.8673 , h{+ I — c) = 4* 1. 1 806, 

2^=2.0479, zAc — 0.3133, ^ = 1.024, c = — 0.153. 

Berecbnet man damit noeb die GroBen 2@ — i==® fiir die beiden 
auBeren Weebselpunkte, so wird 

3 - c) = - 2.9152, fe(+ 3 _ c) = + 3.2285, 

2©(— 3) — I = — 1. 000, 2 ©(+ 3) ~ I === + 1 . 000 . 

Hiernacb seblieBt sicb das einfacbe E.-G. den vier gegebenen Summen- 
punkten innerbalb der angewandten Recbnungsscbarfe Yollstandig an,, 
obgleicb diese Punkte einer ausgesproeben unsymmetriseben Verteilung 
entnommen waren. Dieser Umstand ist viel wesentlicber, als der 
ziemlieb groBe Pebler Yon denn man erkennt daraus, welcbes 

MaB Yon Unbestimmtbeit in dem Verlaufe der SummenkurYe durcb 
die starke Abrundung der Tafelargumente erzeugt wird. 
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Die Beispiele sind nach Ausweis der vorhandenen Literature wie 
sclion bemerkt wurde^ keineswegs besonders kraB gewahlt. Aucb 
darf man nicbt Yergessen, dafi die niedrigsten ElementCe die bier allein 
beriicksicbtigt wurden^ gegen die Phase weniger empfindlich sind^ als 
die Elemente mit hoherer Nummer. 

§ 208. Wenn nach dem Gesagten die starke Abrundung des 
Arguments Yom Ubel ist, so kann man fragen; welche Umstande denn 
eigentlich dazu notigen, Verteilungstafeln mit unzulassig starker Ab- 
rundung aufzustellen und zu benutzen. Hierbei sind zwei Palle zu 
unterscheidene je nachdem in der Urliste die Messungen des verander- 
lichen Merkmals mit groBerer oder geringerer Scharfe notiert 
worden sind. 

Um die Vorstellung zu fixieren, wollen wir annehmeue daB das 
Argument eine Lange bedeute, und daB die gemessenen x in der 
Urliste mit Yollen Millimetern notiert worden seien*, ferner sei der 
Umfang der Urliste gleich 200 und der Spielraum, innerhalb dessen 
sich die beobachteten x bewegen, gleich 100 mm. Dann kommen 
auf die einzelne Teilstrecke yon i mm Ausdehnung im Durchschnitt 
zwei Glieder, ferner hat man^ wenn die Verteilung ungefahr dem 
Exponentialgesetz folgt, in der ,,dichtesten^^ Teilstrecke etwa zehn 
Glieder zu erwarten. Stellt man unter solchen Umstanden die Ver- 
teilungstafel her und konstruiert wie frtiher angegeben den Linienzug 
der Verteilungspunkte, so werden die Zahlen der Tafel und die Yer- 
teilungspunkte stark springen, dagegen wird der ,,Gang^^ der Yerteilung 
mehr oder minder deutlich zum Yorschein kommen, wenn man z. B. 
je zehn Teilstrecken zusammenlegt, also die x in Tollen Zentimetem 
notiert. Gegen das Motiv einer solchen Zusammenlegung, namlich 
Sichtbarmachen des Ganges, ist nun nichts einzuwenden, so lange es 
sich nur um eine vorlaufige Orientierung handelt, dagegen wird es 
hinfallig, wenn man an die Berechnung der Elemente geht. Denn 
der Gang kommt auch bei den Millimeter -Teilstrecken voUkommen 
deutlich zum Yorschein, wenn man statt der Yerteilungstafel die 
Summentafel und den Linienzug der Summenpunkte konstruiert; 
wichtiger ist aber noch, daB — um bei den angenommenen Zahlen 
zu bleiben — die Zusammenlegung in Zentimeterstrecken nicht weniger 
als neun Zehntel der tatsachlich beobachteten Summenpunkte beseitigt 
und einfach als nichtexistierend behandelt. Wenn also mit einer 
ursprunglich sehr kleinen Abrundung nachtraglich eine VergroBe- 
rung Yorgenommen wird, so hat sich diese nach ganz anderen 
Gesichtspunkten zu richten, als nach der Riicksicht auf ein mehr 
oder minder deutliches Sichtbarmachen des Ganges der Verteilungs- 
zahlen. 

Haufig spricht ubrigens bei der Zusammenziehung der Yerteilungs- 
tafeln auch der Wunsch mit, an Rechenarbeit zu sparen. In der 

19 * 
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Tat macht es, wenii die Potenzmittel direkt als Produktsummen in 

der Grestalt it / n/ w 

l^myX[x){x — ef 


berechnet warden, einen merklicken Unterschied, ob man es mit 10 
Oder 20 oder gar 30 Verteilungszahlen zu tun hat, und man stoBt 
in der Literatur gelegentlich anf die mit einem stillen Seufzer ver- 
bundene Bemerkung, daB schon die Berechming der GroBen ^(x) und 
str(ir) bei langeren Verteilnngstafeln eine recht beschwerliche Sache 
sei. In dieser Beziehnng wurde aber schon frilher bemerkt, daB bei 
der Summenmethode in ihrer zweiten Form die Lange der Verteilungs- 
tafel fur den gesamten Arbeitsaufwand von verhaltnismaBig unter- 
geordneter Bedeutung ist. 

In dem soeben betrachteten Falle ist die Abrundung in der Ur- 
liste klein, und man kann, wenn die Verteilungstafel unzulassig stark 
zusammengezogen worden war, den Fehler nachtraglich durch ein 
Zuruckgehen auf die Urliste wieder gut machen. Es kann nun aber 
auch der Pall vorliegen, daB schon bei der Beobachtung die Argument- 
werte mit einer libermaBigen Abrundung notiert worden sind, daB 
also die daraus bei der Berechnung der Elemente erwachsende 
Schwierigkeit nachtraglich ubei*haupt nicht mehr zu beseitigen ist. 
Wenn z. B. die x wieder mit voUen Millimetem notiert sind, w&rend 
der ganze Spielraum des Arguments nur 3 mm bis 4 mm betragt, so 
ist, wie wir vorhin an Zahlenbeispielen gesehen haben, mit einer 
solchen Kollektivreihe kaum etwas anzufangen. Manchmal ist es 
allerdings nicht eine iibel angebrachte Bequemlichkeit des Beobachters, 
sondem eine auf den ersten Anschein ganz plausible C^berlegung, die 
zu einer iibermaBigen Zusammenziehung der Verteilungstafel AjolaB 
gibt. Es heiBt z. B.: die einzelne Messung ist mit einem nicht ge- 
nauer zu bestimmenden Fehler behaftet, der im Durchschnitt etliche 
Zehntelmillimeter beti-agt und gelegentlich nahe an das voile Milli- 
meter heranreicht, folglich ist ohne Rucksicht auf den Spielraum des 
Arguments nur das voile Millimeter zu notieren, weil sieh nur dieses 
verbiirgen laBt. Eine solche tJberlegung ist ganz gut zulassig, solange 
sie nur auf eine isoUerte Messung bezogen wird, sie ist dagegen ver- 
fehlt, wenn eine Beihe von Messungen vorliegt, denn sie laBt die 
MogHchkeit auBer acht, daB die Wirkung der Messungsfehler durch 
geeignete Kombination der Messungen herabgedruckt werden kann. 
Darum gilt denn auch in den eigentlich messenden Wissenschaffcen 
seit langer Zeit und aus guten Grtinden die Regel, daB in den notierten 
Zahlen die Einheit der letzten Stelle kleiner als der durchschnittlich 
zu befurchtende Messungsfehler sein soil. 

Die vorstehenden Bemerkungen fiihren zu der Frage, welche 
Rolle bei stetigen Kollektivreihen die den beobachteten Argument- 
werten anhaftenden Messungsfehler spielen. 
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§ 2 og. Bei der Untersuclimig der gestellten Frage woUen wir 
die als gemessen notierten Argumentwerte mit x, die you den Messungs- 
feBlerii befreiten oder wabren Werte mit X bezeickaen. Dann ist 
y ^ X — X der Messungsfeliler und 

x = X-\-y. ( 6 ) 

Weiter wollen wir die gewSknlich zutrejBFende Voraussetzung macheu^ 
daB in der Urliste die X imd y nnabbangig yoneinander yariieren, 
nnd daB bierbei nicbt nur X^ sondern aucb y einem gewissen Ver- 
teilungsgesetze folge. Die Existenz von ,,Feblergesetzek^ braucben 
wir bier nicbt weiter zu erortem, indem wir uns mit der gescbicbt- 
licben Tatsacbe begniigen, daB die Feblermengen zu den KoUektiv- 
reiben geboren, die am frubesten untersucbt worden sind, und zwar 
lange bevor Fechner das Problem einer allgemeinen KollektivmaBlebre 
zu formulieren unternabm. 

Die Gleicbung (6) bedeutet unter den gemacbten Voraussetzungen 
eine Argumentmiscbung, so wir daB die Entwicklungen aus der XIIL Vor- 
lesung einfacb beriibemebmen diirfen. Setzt man 

^{x) = c, = = ( 7 ) 


wo das 3)-Zeicben sicb immer auf das dabinter stebende Argument 
und seine Verteilung beziebt, so folgt aus (6) zunacbst 

c = (? 4* (8) 

und weiter x — c ^ {X — c) + (y — e), woraus durcb Quadrieren und 
Mittelnebmen die Beziebung 

str {xY = str {XY + str (yY (q) 

flieBt. Setzt man ferner 


so wird 


I = 2h^ ^tr{xY = 2^ str{XY = 2^ sir (yY, 


(lo) 


woraus mit den Abkiirzungen 

G^h:H, 

die Relation 

+ <7* = I 


III 


(^0 

(I2) 


entsteht. Endlicli Widen wir noeli 

® - U)^, BiC, ® 

N = exp [— zhxw + zhcw — 40®], ^{N) = ^B{c, h)j{ 2 wY, 
P^exp[- 2 EX- Gw + zHC- Gw-Q^w% ^{P)='EB{G,E}J,2 GwY, 
Q = exp [— 2'ky ■ gw zhe - gw —g^w^, = Si)(e, ^^{^gwf. 
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Dreiundzwanzigste Torlesung. § 209. 210. 


Da JV = P • $ ist, und da feraer X and y unabhJagig voneinaader 
Tariierea, so ist ®(jV) gleich deni Produkte ®{P)®(^); woraus 

SD(c, 70,(2 w)* = [SD(C, B)A 2 GwY] • [SD(e, hji^g^Y] ( 13 ) 

folgt. Multipliziert man die Reihen recMer Hand aus und spaltet 
darauf nach so entsteht die Beziehung 

D{c, h\ == S . g^D{e, (14) 

worin r bei der Summation von o bis ^ zu laufen bat. 

Die vorstehende Gleicbung (14) vereinfacbt sicb fur die niedrigeren 
W^erte von g erbeblicb^ denn die J9-Koeffizienten geboren samtlicb 
der ISTormalform an^ so daB die und JD2 verscbwinden. Scbreibt 
man fur den Augenblick statt I)(e, h), JD{C, E), I){e, Jc) die Bucbstaben 
K, i, so wbd mit Fortlassung der fiir 0,1,2 entstebenden 
Identitaten 

K, = G^L, + g^M„ = G^L^ + g^M^, 

£5 = + /Jfj, Xg = + (?®i3 • /-Ma + Os) 

usw. 

Wir wollen nun zuseben, wie sicb an der Hand der vorstebenden 
Formeln die Untersucbung der F*alle gestaltet, die zu der ganzen 
Fragestellung AnlaB gegeben baben. 

§ 210. IJm die Vorstellung zu fixieren denken wir uns, daB der 
Spielraum des beobacbteten Arguments x im ganzen 3 mm betrage, 
und daB man die Zebntelmillimeter nocb ablesen oder docb scbatzen 
konne, wenn aucb mit einem Febler, der im Durcbscbnitt auf mebrere 
Zebntelmillimeter steigt. Setzt man nun nacb dem Grundsatze, daB 
nur verbiirgte Betrage notiert werden soUen^ die x mit voUen Milli- 
metern an, so gebt die Verteilungstafel nur iiber drei oder bocbstens 
vier voile Argumente. Mit einer solcben Tafel ist aber, wie wir oben 
an Zablenbeispielen geseben baben, wegen der Pbasenwirkung nicbts 
emstlicbes ansufangen, es sei denn, daB das analytiscbe Bildungs- 
gesetz von bereits anderweit bekannt ist und nur von zwei oder 
bocbstens drei Parametern abbangt. Wird dagegen das bei der Messung 
notierte Zebntelmillimeter beibebalten, so entstebt eine Verteilungs- 
tafel, die sicb zunacbst iiber mindestens dreiBig Teilstrecken ausdebnt 
und bei genugendem Umfange des betracbteten K.-G. den Pbasen- 
einfluB voUig sicber zu eliminieren gestattet. Es bandelt sicb also 
nur nocb darum zuzuseben, wie weit man die zu den x gefundenen 
numeriscben Elemente auf ibre wabren Werte reduzieren oder von 
dem EiufluB der y befreien konne. 

Die in (8) angesetzte Gleicbung c = (7 -j- e lebrt, daB die GroBe e 
gerade so wirkt, als ob alle Messungen von x den gemeinsamen 
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konstanten Fehler e besitzen. Einen solcben Febler muB man, mag 
nnn das benutzte Messungsverfahren mehr oder minder vollkommen 
sein, offenbar steben lassen, so lange er nicbt durcb eine besondere 
Untersucbung anderweit ermittelt oder als belanglos nacbgewiesen 
worden ist; er scbeidet bei der Frage, mit der wir es bier zu tun 
baben, aus. 

Um die anderen Formeln zu benutzen muB man zunacbst den 
Betrag von str(2/) kennen. Das ist nun moistens sebr wobl zu er- 
reicben. Wird z. B. an einem beliebig berausgegriffenen Gliede der 
vorgelegten KoUektivreibe, dessen X den Wert A besitzen moge, 
nicbt bloB eine einzige, sondern eine ganze Reibe von Messungen 
ausgefiibrt, so liefem die so entstebenden Gleicbungen x ^ A + y, 
wenn sie fiir sicb als ein K.-G. bebandelt werden, die fur diesen K.-G. 
geltende Beziebung str [x) = str («/), da ja bier die Rolle einer 
Konstante spielt; die Nebenmessung fiibrt also zur Kenntnis von 
str(i/). Ein anderer Weg bestebt darin, daB man eine genugende 
Menge der Glieder des betracbteten K.-G. zweimal unabbangig von- 
einander miBt. Bezeicbnet man die x, y der zweiten Messung mit 
X, y\ so liefern die zu jedem einzebaen Gliede geborigen Messungen 
die Gleicbungen 

X — x' ^y — y\ 

Werden diese Gleicbungen fur sicb als eine Kollektivreibe bebandelt, 
so entstebt nacb den Miscbungssatzen die Beziebung 

str — xf = str + str ^ 2 str (y)^, 

aus der wiederum str(2/) folgt. Aber aucb wenn man solcbe Xeben- 
messungen nicbt beranzieben kann, wird selbst die Vemacblassigung 
der von y abbangenden Glieder immer nocb Werte liefern, die den 
Namen einer Annaberung verdienen. Wird z. B. bei dem bier an- 
genommenen K.-G. der Spielraum von y scbatzungsweise gleicb i mm, 
also gleicb einem Drittel des Spielraums von x gesetzt, so erbalt 
man, wenn ftir str (a;) kurz s gescbrieben wird, mit der Scbatzung 
str (2/) = 5: 3 nacb den Gleicbungen (9) und (ii) die Werte 

str (X) = 0.94 str (x), ^ = 0.33, G 0.94. 

Die Vemacblassigung der y falscbt also selbst in einem so ungiinstig 
liegenden Falle die Streuung nur um 6 Prozent. Abnlicb liegt die 
Sacbe nacb (14) bei den GroBen da die Potenzen von g 

kleine Briicbe sind, wabrend die Potenzen von G nabe bei Eins bleiben. 

Die vorstebenden Bemerkungen lassen erkennen, daB die GroBe 
der Messungsfebler kein ausreicbender Grund ist, eine Yerteilungs- 
tafel derart zusammenzuzieben, daB die Wirkung der Abrundungspbase 
storend wird. Im iibrigen empfieblt es sicb natiirlicb, die Messungen 
eines K.-G. so einzuricbten, daB der Messungsfebler auf die numeriscben 
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Elemente uberhaupt keinexL merklichen EinfluB ausubt, denn die Be- 
nutzung der oben entwickelten Reduktionen bleibt immer ein Not- 
bebelf, der iiberdies mit einer Vermebrung der Arbeit verbanden ist. 

§ 2J1. Die fruberen Erorterungen iiber die direkte Mittelbildung 
und die Beobacbtungsgleicbungen gingen immer davon aas^ da6 jedesmal 
mar einer der beiden Wege in Betracbt komme. Es bestebt indessen 
kein Hindemis, die beiden Metboden^ wenn es aus irgend welcben 
Grriinden zweckmaBig erscbeint, miteinander zu kombinieren. Als 
Beispiel moge der Fall dienen, daB bei einem K.-Gr., der sicb nacb 
der Snmmenmethode beliandeln laBt, zanacbst mir die beiden niedrigsten 
Elemente, namlich und str(ir), nacb dieser Metbode berecbnet 

worden seien, und daB man der weiteren Eecbnung den Ansatz mit 
den Beobacbtungsgleicbungen zugrunde legen wolle. Man kann dann 
in den Beobacbtungsgleicbungen fur die Parameter c, h sogleicb ibre 
normalen Werte einfiibren und darf daraufbin die beiden TJnbekannten 
Dj und Dg von vomberein gleicb Null setzen, so daB nur nocb die 
folgenden i)-Eoe£fizienten zu bestimmen sind. Zur besseren Erlauterung 
will icb die nacbstebende aus 1444 Qliedern bestebende Verteilungs- 
tafel beranzieben. 

TabeUe XV. 


»= 0 

I 

2 

3 

4 

5 

6 

11 

16 

26 

53 

103 

247 

343 

x^ 7 

8 

9 

10 

1 1 

12 

13 

m \ X { x ) = 294 

208 

85 

26 

22 

1 1 

6 


Gebt man nacb der ersten Form der Summenmetbode bis zur dritten 
Summenreibe, so erbalt man mit Unterdriickung der Zwiscbenrecbnung 

®(a:) = 6.3234, str == 3-8033 (unverbessert), 
str{a;) == 1.929 (verbessert), h = 0.3666. 

Die Streuung ist wegen der Teilstreckenlange verbessert worden, weil 
es sicb urn einen stetigen K.-G. bandelt. Fur das Hilfsargument 
erbalt man mit den normalen Werten den Ausdruck 

u = 0.3666 {x — 6.3234), 

worin die Wecbselpunkte von x== — o,5 bis x^+ 13.5 zu geben 
baben. Die weitere Eecbnung jdndet man unter Fortlassung einiger 
fur das Verstandnis unwesentlicber Zwiscbenglieder in TabeUe XVI 
zusammengesteUt. Enter x sind die Wecbselpunkte angegeben, unter 
u die Werte des Hilfsarguments, dann folgen die Werte der GroBen 
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TabeUe XVI. 



X 


ii 


B 



I 


% 




n 

— 

0.5 

— 

2.5015 

— 

722 ■ 

-721.7 

— 

0.3 

+ 

0.0124 

+ 

0.0258 

— 

2-4 

+ 

0.5 

— 

2.1349 

— 

718 

— 720.1 

+ 

2.1 

+ 

0.0480 

+ 

0.0772 

— 

4-3 

+ 

1.5 

— 

1.7683 

— 

702 

-713-0 

+ 

I I.O 

+ 

0.1300 

+ 

0.1424 

— 

0.8 

+ 

2.5 

— 

1.4017 

— 


-687.7 

+ 

I 1.7 1 

’+' 

0.2317 

+ 

0.1031 

+ 

3-2 

+ 

3.5 

— 

1.0351 

— 

623 

-618.5 

— 

4.5 

+ 

0.2208 

— 

0.1714 

+ 

9.6 

+ 

4-5 

— 

0.6685 

— 

320 

- 473-3 

— 

46.7 

— 

0.0383 

— 

0.5080 

— 

4.8 

+ 

5.5 

— 

0.3019 

— 

273 

- 238.7 

— 

34.3 

— 

0.421 1 

— 

0.4381 

+ 

1-9 

+ 

6.5 

+ 

0.0647 

+ 

70 

+ 52.6 j 

+ 

174 1 

— 

0.5571 

+ 

0.1087 

+ 

8.4 

+ 

7.5 

+ 

0.4313 

+ 

364 

+ 330.7 

+ 

33.3 

— 

0.2941 

+ 

0.5309 

— 

10.5 

+ 

8.5 

+ 

0.7979 

+ 

572 

+ 534.8 

+ 

37-2 

T 

0.0816 

+ 

0.41 13 

+ 

3-3 

+ 

9-5 

+ 

1.1645 

+ 

657 

+ 650.1 

+ 

6.9 

+ 

0.2488 

+ 

0.0487 

+ 

2.9 

+ 

10.5 

+ 

1 - 53 II 

+ 

683 

+ 700.1 

— 

17-1 

+ 

0.1996 

— 

0.1399 

— 

5-6 

+ 


+ 

1.8977 

+ 

705 

+ 716.7 

— 

11.7 

+ 

0-0955 

— 

0.1228 

— 

1.6 

+ 

12.5 

+ 

2.2643 

+ 

716 

+ 721.0 

— 

5-0 

+ 

0.0310 

— 

0.0550 

— 

0-5 

+ 

13.5 

+ 

2.6309 

+ 

722 

+ 721.9 

+ 

O.I 

+ 

0.0072 

— 

0.0158 

+ 

1-4 


Die Bedeutung der Spalte 11 ist nacbher aozugeben. Multipliziert 
man die vorlaufig in der Gestalt 

2®{x) — I = 0{u) + H 

angesetzten Summengleicbnngen mit nnd nimmt das Glied mit 
0{u) anf die linke Seite, so nebmen die GleicbnngeiL die Gestalt 

+ (i6) 

an. Die GroBen I sind also die Widerspriiche^ welcbe zwisclien Be- 
obacbtung nnd Eecbnxmg iibrig bleiben, wenn man znr DarsteUung 
Yon ©(a?) nur das Anfangsglied der ^-Reibe oder das einfacbe Exponent 
tialgesetz benutzt^ also die Glieder mit . . . unterdriickt. Diese 
Widerspriicbe sind recbt ansebnlicb, miissen jedocb, wie scbon obne 
weitere Recbnnng aus dem iibereinstimmenden Gange der Zablen I 
nnd zu entnebmen ist, eine erbeblicbe Yerkleinerung erfabren, 
wenn man das Glied mit ^4 beranziebt. 

Bescbrankt man sicb bier anf die beiden Glieder mit nnd 
?E** 4 , so sind fur die beiden Dnbekannten F^ nnd JF 4 zwei sogenannte 
Normalgleicbnngen zn bilden. Der Knrze balber soli bier ein ganz 
knnstloses, aber fur nnseren Zweck ansreicbendes, Yerfabren benntzt 
werden. Man bringfc in samtlicben Gleicbungen den Koeffizienten der 
Unbekannten JPg anf positives Yorzeicben, indem man wo nStig die 
Gleicbungen mit — i multipliziert; daranf summiert man die solcber- 
gestalt abgeanderten Gleicbungen. Femer wiederbolt man diese Opera- 
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tioii; indem man die Koeffizienten Yon anf positiyes Yorzeichen 
bringt nnd summiert. Dadurcli entstehen die beiden N'ormalgleicbiingen 

60.7 = + 2.6172 F ^ + O.6IOI F^y 

+ 238.5 = — 0.19341^3 + 2.8991 

aus denen = + 3*95, + 82.54 folgt. Bildet man nnnmehr 

die in Spalte II angesetzten GroBen 

so erhalt man die Widersprucbe, welcbe ubrig bleiben, wenn man 
bei der Darstellung von @(2;) auBer ^{1/) auch das Glied mit 
berucksicbtigt. Die Yergleichung Yon I und II lehrt, daB gerade die 
grofien Betrage Yon I erheblich reduzierfc worden stud. Ferner zeigt 
ein Blick anf die Zablen ^3 und II, daB die Reriicksiehtigung Yon 
^3 den erreichten AnschluB nicbt wesentlich andern wiirde. 

Der bier bebandelte K.-G. findet sicb einer Arbeit you S* Lawrent 
,,Sur la melhode des moindres carr^^‘ (Lionyille J. Serie III Tome I 1875) 
nnd ist ans einer Reibe Yon Beobacbtungsfeblern entstanden, die bei 
wiederbolter Messung eines Winkels Yorgekommen waren. Die a. a. 0 . 
ganz nngeniigend bebandelte Reibe yerfolgte den Zweck zn priifen, 
wie weit bei Beobaebtungsfeblem das einfacbe E.-G, geeignet sei, die 
Yerteilnng solcber Febler darznstellen. Das starke Heryortreten des 
Yon 0^ abbangenden Gliedes nnd das Vorzeicben Yon F^^ laBt yer- 
mnten, daB man es in Wabrbeit mit einem Gemiscb Yon zwei oder 
mebr nngleicbartigen Reiben zn tnn hat. 

§ 212. Wenn die gegebene Snmmentafel derart bescbaffen ist, 
daB man zwiscben den Wecbselpnnkten ohne Bedenken geradlinig 
interpolieren kann, so laBt sicb dem Ansatz (i) nocb eine andere 
Gestalt geben. Man denke sicb fiir das Hilfsargnment u ^ li{x — e) 
ein bestimmtes Wertsystem ein fnr aUemal yorgescbrieben, daraus 
die entsprecbenden Werte Yon x berecbnet nnd zn diesen die Werte 
Yon ©(2?) aus der Snmmentafel interpoliert. Dann besitzen in den 
Gleicbungen 

m<B(x) ~ — jm 0 (u) = H ] (17) 

die 0~Gr6Ben feststebende Werte: es fallt also das jedesmalige Ans- 
scbreiben dieser Grofien ans den Tafeln fort, femer laBt sicb in den 
Ansdriicken, welcbe die Unbekannten als lineare Verbindnngen der 
linken Seiten Yon (17) darstellen, das System der Koeffizienten ein 
fiir aUemal anfstellen, so daB ancb die Anflosnng der Gleicbungen 
erbeblich abgekiirzt wird. Sind tiberdies die Yorgescbriebenen u 
paarweise entgegengesetzt gleicb, so liefert die Snmme nnd Differenz 
der zn einem tt-Paare geborigen Gleicbungen jedesmal zwei neue 
Gleicbungen, die nur die geraden oder nngeraden Unbekannten ent- 
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lialten, so daB dadurch. eine weitere Erleictterung der Auflosung 
eintritt. 

Der vorstehend angedeutete Weg berulit auf demselben Grruiid- 
gedanken, der aucb bei anderen Interpolationsaufgaben^ z. B. bei der 
Darstellung periodiscber Vorgange dureb eine trigonoraetriscbe Reibe; 
Verwendnng findet. 


Vierundzwanzigste Yorlesung. 

Numerisclie Bearfceituiig: Verteilungstafeln. 

§ 213. Die in den letzten Vorlesungen entbaltenen Erorter ungen 
iiber die Metboden zur Bestimmung der nnmeriscben Elemente lieBen 
erkennen, daB der Beobacbter bei der Zusammenstellung der Urliste 
deren spatere Bearbeitnng sowobl erscbweren, als aucb erleicbtern 
kann. Daraus folgt erstens, daB der Beobacbter von vornberein eine 
deutlicbe Vorstellung iiber die zweckmaBigste Gestalt der spateren 
Bearbeitnng baben soil, und zweitens^ daB dem Recbner jede unniitze 
Erscbwerung seiner Arbeit zu ersparen ist. Diese an sicb selbstver- 
standbcben Forderungen bleiben nun nacb Ausweis der Literatur 
baufig unerfiillt^ und zwar vorwiegend bei stetigen Kollektivreiben, 
wabrend bei unstetigen Reiben verbaltnismaBig selten dagegen ver- 
stoBen wird. Meistens wird — aus Unkenntnis — durcb iibertriebene 
Abrundung gefeblt; femer triffi man bei den VerteilungstafeLu mit- 
unter auf Ansatze, die eine scbiefe Auffassung von der Bedeutung 
der in der Tafel entbaltenen Zablen verraten. Es wird daber nicbt 
iiberflussig sein, die Punkte, auf die es bierbei ankommt, an Zablen- 
beispielen nocbmals vorzuftibren. Daran lassen sicb dann ungezwungen 
dieBemerkungenuber die Transformation des Arguments auf numeriscbem 
Wege und iiber den Zweck solcher Transformationen sebbeBen. 

Als Beispiel wable icb die in der „KoUeMwmaJ 3 lehre^^ von Fechner- 
Lipps auf Seite 105 mitgeteilte Reibe^ die sicb auf die Lange des 
obersten Gliedes von 217 secbsgliedrigen Roggenbalmen beziebt. Die 
Einbeit der a. a. 0 . angegebenen x ist 5 mm; angesetzt sind nocb die 
Zebntel dieser Einbeit. Des bequemeren Scbreibens wegen wollen 
wir die Einbeit zebnmal kleiner nebmen, was darauf binauskommt, 
daB man die ron ‘Fechner gegebenen Zablen mit 10 multipliziert. 
Man erbalt dann die nacbstebend in Tabelle XVII gegebene Urliste, 
deren Glieder bereits der GroBe nacb geordnet sind. Die Mebrzabl 
der notierten x kommt nur einmal vor; das am baufigsten beobacbtete x 
ist 837, Welches viermal auftritt. Die Lange der Teilstrecken ist 
jetzt I, die dem ersten und letzten Gliede von auBen anKegenden 
Wecbselpunkte sind 428.5 und 1 122.5; die Tafel debut sicb also 
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iiber 694 Teilstrecken aus, so daB eine ziemlicli starke Zusamnieu- 
ziehang gestattet ist, da es ja nur darauf ankommt, den EinfluB der 
Abrundnngspliase unmerklicli zu kalten. Wir wollen hier je 40 Teil- 
strecken zusammenlegen; man erli'alt damit in der rednzierten Tafel 
1 8 Teilstrecken, was bei einer Kollektivreihe wie der vorliegenden genugt. 


TabeUe XVH. 


429 

497 

528 

556 

576 

589 

590 

614 

619 

622 

623 

630 

641 

643 

655 

674 

677 

678 

681 

683 

689 

696 

699 

705 

714 

720 

720 

721 

725 

729 

737 

739 

741 

748 

748 

751 

751 

752 

756 

758 

758 

761 

762 

762 

764 

764 

767 

770 

772 

775 

776 

777 

779 

780 

781 

781 

784 

788 

790 

794 

800 

800 

804 

807 

809 

809 

813 

819 

820 

820 

821 

821 

823 

823 

823 

824 

828 

830 

831 

834 

837 

837 

837 

837 

839 

839 

846 

854 

8SS 

857 

858 

859 

860 

860 

862 

863 

868 

868 

869 

87a 

870 

870 

871 

871 

874 

874 

875 

878 

879 

879 

880 

880 

883 

886 

888 

889 

889 

892 

892 

893 

893 

894 

897 

897 

899 

899 

900 

902 

902 

902 

904 

905 

906 

907 

907 

907 

912 

913 

914 

917 

919 

919 

920 

920 

923 

928 

930 

930 

931 

933 

934 

935 

935 

937 

944 

946 

946 

947 

957 

95 ^ 

958 

959 

960 

961 

962 

963 

965 

968 

969 

970 

971 

975 

975 

976 

977 

978 

979 

980 

982 

986 

988 

990 

990 

992 

993 

994 

995 

roo3 

1005 

1008 

T009 

loro 

lOII 

1013 

1015 

1019 

1022 

1023 

1027 

102a 

1033 

1034 

1040 

1042 

1044 

1053 

1055 

1056 

1058 

1060 

1062 

1063 

1080 

1100 

1112 

1120 

1122 

— 

— 

— 


In der Literatur begegnete man nun bei der Mitteilung yon Ver- 
teilungstafeln baufig einer Vorliebe fiir runde Argumente. Es wird 
z. B., um bei.dem yorliegenden K-G. zu bleiben, die Argumentreibe 
440, 480, . . . aufgestellt und damaeh die Menge der zu jedem Argument 
gebdrigen Glieder aus der TJrliste berausgesucbt. Bildet man statt 
dessen sogleicb die Summentafel und beacbtet, daB zu der genannten 
Argumentreibe die Wecbselpunkte 420, 460, . . . gebdren, so erbalt 
man durcb Abzablen der bis zu einera Wecbselpunkte yorkommenden or 
eine Tafel, die folgendermaBen anfangt: 

Wecbselpunkte 420 460 500 540 580 620 . . . 

m(S{x) o I 2 3 5 9 . . . 

Geht man auf diese Weise bis zu dem Wecbselpunkte 780 yorwarts, 
so findet man an dieser SteUe das beobacbtete Argument ir =« 780, 
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und es entsteht die Frage, ob man dieses Glied der vorangehenden 
Oder der nachfolgenden Teilstrecke, d. h. dem Tafelargument 760 oder 
800 znweisen soUe, da ja der notierte Wert 780 alle zwiscben 779.5 
nnd 780,5 liegenden GroBen reprasentiert. Je nachdem das Eine oder 
das Andere geschieht, wiirde man far m®{x) den Beti*ag 53 oder 54 
erhalten. In der Regel hilft man sich nun diesem Zweifel gegentiber 
dadurcb, daB man aus den beiden gleichricbtigen oder aueh gleioh- 
nnricbtigen Ansatzen das Mittel nimmt nnd demgemaB fur m®{x) 
den Betrag 53.5 einstellt, Der gleicbe Fall wurde nach Answeis der 
Tabelle bei den beobacbteten Argnmenten 860, 900^ 980, 1060 und 
1100 -wiederkebren. 

§ 214. Das vorliegende Dilemma rubrt, wie man leicht erkennt, 
nur davon ber, daB man bei der Rednktion der vorgelegten TJrliste 
statt des nrspriinglicben Systems von Wecbselpunkten obne trifbigen 
Grand nnd ganz iiberflussigerweise ein voUig neues eingefiibrt bat, 
wabrend docb der gegehene Weg fiir die Rednktion darin bestebt, daB 
man die nrspriinglicben Teilstrecken grnppenweise znsammenlegt und 
die bierbei entbebrlicb werdenden Wecbselpunkte einfacb anslosebt, 
die iibrigen aber beibebalt. Uberdies verstoBt das erwabnte Yerfabren 
gegen den Grnndsatz, dafi man beobacbtete Zablen obne triftigen 
AnlaB nicbt antasten soil : ein solcber AnlaB liegt aber bier 
nicbt vor. 

Nimmt man jetzt wie es sicb gebort die Rednktion in der Art 
vor, daB man die nrspriinglicben Teilstrecken grnppenweise zusammen- 
legt, so bat man zunacbst das System der beiznbebaltenden Wecbsel- 
punkte festznsetzen, weil ja bei der Znsammenlegnng von je 40 Strecken 
ebensoviele verscbiedene Wecbselpunkte als Ansgangspnnbt genommen 
werden konnen. Da nun die Znsammenlegung an nnd fiir sicb eine 
willkiirlicbe, wenn ancb bei geboriger Yorsicbt nnscbadlicbe MaBregel 
ist, so ist die Wabl des Ansgangspunktes tatsacblicb in das Belieben 
des Recbners gestellt; will man sicb dabei an eine gewisse Regel 
balten, so kann man vorscbreiben, daB von dem Wecbselpunkte ans- 
gegangen werde, der in der Mitte der Urliste oder docb dieser Mitte 
moglicbst nabe liegt. Diese Regel kommt darauf binans, daB die 
auBersten Teilstrecken der rednzierten Tafel iiber die auBersten Glieder 
der Urliste an beiden Enden gleicbviel binansgreifen. 

In der vorgelegten Urliste sind 428.5 nnd 1 122.5 die von auBen 
anliegenden Wecbselpnnkte, das Mittel ans beiden faUt anf den 
Wecbselpnnkt 775.5. Tragt man von dieser Sielle ans die Strecke 40 
wiederbolt ab, so gelangt man scbbeBKcb zu dem Wecbselpnnkte 41 5*5; 
der dem niedrigsten x, namlicb 429, nnmittelbar vorliegt. Mit dem 
Punkte 415.5 lassen wir nun die rednzierte Tafel beginnen. Scbreibt 
man fdr das Nnmmernargnment X mit einer kleinen Abanderung der 
friiber getroflfenen Festsetznng jetzt stets die Zablenreihe o, i, 2, . , 



302 


Viernndzwanzigste Vorlesung. § 214. 215. 


vor und ordnet dem iiiedrigsten mitzuiiekmenden Wechselpunkte die 
Nummer X = o zu, so erhalt man die Reihe der Wechselpunkte aus 

X = 415*5 + 40X, X o, I, . . . 18. 

Setzt man hiernacli das neue System der Wechselpunkte an und zahlt 
in der Urliste die bis jedem Wecbselpunkt vorkommenden Grlieder ab^ 
so erhalt man die Snmmentafel, deren Inhalt sieh in gedrangter und 
unmittelbar verst andlicher Form wie folgt schreiben laBt: 

TabeUe XVIH. 

m«=2i7, 4^5-5 + 40X X=o, ...18 

m ®{ x ) == o I I 3 4 S 15 

21 30 50 67 89 122 153 

173 195 207 213 217 — — 

Bs ist offenbar zweckmaBig, die Summentafel mit einer Null beginnen 
zu lassen^ da man hieraus sofort ersieht, vor welchem x keine Grlieder 
mehr vorkommen. 

Fur die Arguments x der Verteilungstafel gilt, da sie den Mitten 
der Teilstrecken entsprechen, der Ausdruck 

= 435-5 + 40 X. 

Bildet man also aus den Werten der Summentafel die ersten Differenzen, 
so erhalt man die Verteilungstafel in der Gestalt 

TabeUe XIX. 

m = 2i7, 0? = 435-5 + 40X, X--o, ...17 

mlX { x ) = I o 2 I 4 7 

6 9 20 17 22 33 

31 20 22 12 6 4 

Das vorliegende Beispiel genugt um zu zeigen, wie die Reduktion einer 
Urliste angemessen durchzuftihren ist. 

Das benutzte Beispiel soU nun weiter dazu dienen, die Trans- 
formation des Arguments zu erlautern. 

§ 215. Bei der Untersuchung eines K.-6. wird man im aUgemeinen 
die MaBzahlen, die fur das veranderliche Merkmal beobachtet worden 
sind, auch der Berechnung der Elements zugrimde legen5 man wird 
also z. B.^ wenn Schadelumf ange gemessen worden sind, diesen Umfang 
selber als Argument x wahlen. Es besteht jedoch kein Hlndernis 
statt X eine passend gewahlte Funktion von x als neues Argument y 
einzufuhren und die Elemente der nach den Werten von y konstruierten 
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Verteilung aufzusuclieii: Grriinde, die zu einer solchen Transformation 
Anlafi ge"ben konnen, werden wir weiterldn kennen lemen. 

Die zn untersuckende Transformation werde in der Gestalt 
y = angesetzt, wo f{x) vorlanfig nur der einen Bedingung nnter- 
worfen sein soli, daJB bei stetig wacksendem x auck y stetig waekst, 
daB also zu jedem x nur ein y gekort und umgekekrt. Ferner sollen 
fiir die von der Verteilung abkangenden Funktionen wie bisker die 
Zeicken U und SS dienen, da z. B. in Xl(a?) und das beigefugte 
Argument sofort erkennen laBt, ob die Verteilung nack x oder die 
nack y gemeint ist. 

In der Uiiiste ist die Menge der Glieder, die mit ikrem ursprung- 
licken Argument unterkalb eines bestimmten x liegen, jedesmal gleick 
der Menge der Glieder, die mit dem transformierten Argument unter- 
kalb des zu dem betrackteten x gekorigen y bleiben, d. k. es ist 

(i) 

Xonstruiert man kiernack fur einen unstetigen K.-G. die beiden zu x 
und y gekorigen Summentreppen, so besitzendie einander entspreckenden 
Treppenstufen gleicke Hoke, w:ogegen ikre Breite im allgemeinen ver- 
sckieden ist. Aus (i) folgt demnack, da die GroBen Vi{x) und 11 (j/) 
den Hokenzuwacks von Stufe zu Stufe bedeuten^ die Gleiekung 

n{x)^ui^). ( 2 ) 

Man kat also, um die Verteilung fur y zu erkalten, nur notig in der 
Tafel fur Vi{x) die iC-Werte durck die Werte von y ^f{x) zu ersetzen 
und die Vi{x) nunmekr als die U(y) aufzufassen. Infolgedessen bietet 
es auck, von der Miike der neuen Recknung abgeseken, keinerlei 
Sckwierigkeit, aus der neuen Tafel die numerischen Elemente von y 
abzuleiten. 

Bei einem stetigen K.-G. folgt aus (i), da die Funktionen SB die 
Ableitung der Funktionen @ sind, zunackst die Gleiekung 

^8{x)dx -^f8(:y)dy, (3) 

die, wenn g{x) die Ableitung von f{x) bedeutet, in 

S8(rz7) = Oder SB(y) = ^{x ) : g{x) (4) 

iibergekt. Nun werden die Elemente von y erkalten, wenn man 
gewisse Polynome ^(y), die der Reike 

y, iy-cf, 

angekoren, der ©-Operation unterwirft, also die zwiseken den Qrenzen 
± cx> genommenen Integrale 

bildet, die wegen (3) ia 

=STmx)d{x) 


(5) 
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iibergelien. Die Yorstehende Gleiclmng laBt erkennen, dafi man im 
allgemeinen daranf Yerzictten mnB, den tTbergang von x auf y in den 
Elementen durch geschlossene analytische Ausdrucke zubewerkstelligen, 
denn dazn muB man erstens den analytischen Ausdrnck von ^Qix) 
kennen nnd zweitens die in (5) geforderten Integrationen ausznfiibren 
im Stande sein. Hingegen bietet der tJbergang auf rein numeriscbem 
Wege an nnd fur sicb keine besonderen Schwierigkeiten. Man setzt 
zu dem Ende fur y ein passendes System von Wechselpunkten an, 
berecbnet die dazu geborigen Werte von x nnd leitet zu diesen x die 
Werte von ®{x) vermittelst der mit den in-Elementen aufgesteUten 
^-Reibe ab. Die (B{x) liefem dann wegen (i) die @(2/) fur die an- 
gesetzten Wecbselpunkte, so daB eine Summentafel und daraus eine 
Verteilungstafel entstebt, die naeb dem frtiber entwickelten Verfabren 
zu den ^/-Elementen fiibi*t. 

Das bescbriebene Verfabren ist ganz zweckmaBig, wenn fiir ^{x) 
bereits eine befriedigende interpolatoriscbe Darstellung durcb die 
^"Reibe vorliegt, und wenn nun nacbtr^licb nocb der "CFbergang 
-auf @(2/) bewerkstelligt werden soU. Zielt dagegen die Absicbt von 
vomberein auf die Verteilung von y, so muB man wiinscben, daB 
zwiscben der gesucbten Verteilung und den beobacbteten x ein moglichst 
direkter Zusammenbang bergestellt werde. Das laBt sich, wie jetzt 
gezeigt werden soil, ohne Scbwierigkeit erreicben, sobald die TJrliste 
mit einer gentigend kleinen Abrundung aufgesteUt worden ist, wie 
sie z. B. die Tabelle XVII aufweist. Dm die Vorstellung zu fixieren, 
wollen wir bierbei annebmen, daB f{x) den gemeinen Logaritbmus 
Logit; bedeute, daB es sicb also nacb Fechners Ausdruck um die 
HersteUung einer loga/rithmischm Verteilung handle. 

§ 216, Um die verlangte Transformation auszufiibren, denke man 
■sicb in Tabelle XVII zunacbst jedes x durcb seinen Logaritbmus 
ersetzt und zwar mit vier Stellen, da das bocbste x vier geltende 
Ziffern entbalt. Weiter stelle man sicb vor, daB die angesetzten 
Logaritbmen durcb immittelbare Messung erbalten worden seien, wie 
das z. B. moglicb ist, wenn bei der Messung statt eines gewobnlicben 
MaBstabes mit aquidistanten Teilstricben eine Skala verwendet wird, 
die nacb der Art des vielverbreiteten Recbenscbiebers eine logaritb- 
miscbe Teilung tragt. Dann laBt sicb die neue Liste ebenso wie 
die urspriinglicbe bebandeln. Da die umgeformte Liste mit den Zablen 

2.6325 2.6964 . . . 3.0492 3.0500 

begmnt und scblieBt, so ist die Teilstreckenlange gleicb 0.0001, ferner 
lautet die Reibe der Wecbselpunkte nunmebr 

2.63245 2.63255 ... 3.04995 3.05005. 

Die Mitte der auBen anliegenden Wecbselpunkte fallt auf 2.84125, 
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ilir Abstand ist 0.4176. Hiernacli kann man unbedenklicli je 300 Teil- 
strecken zusammenlegen und das neue System der Wecbselpiuikte 
unter Benutzung des Nummernarguments Y in der Gestalt 

y = 2.63125 + o.03r, o, I, . . . 14 

ansetzen. Schreibt man die vorstebenden y voUstandig bin und scblagt 
dazu die Numeri auf, die wir mit x' bezeicbnen wollen, so erbalt 
man folgende Reibe: 

Tabelle XX. 


x' == 427.8 

458.4 

491.2 

526.3 

564.0 

604.3 

647.5 

693.8 

7434 

796.6 

853.6 

914.6 

980.1 

1050.1 

1125.3 


Nunmebr ist in Tabelle XVII abzuzablen, wie viele Glieder mit ibrem 
X jedesmal unterbalb eines x' liegen, und die abgezablte Gliedermenge 
als ^{x') Oder @(^) anzusetzen. Die Abzablung gebt im vorliegenden 
FaUe glatt von statten, denn die Prage, ob etwa bei x' = 564.0 der 
Gliederinbalt des Arguments x $64. in die Strecke unterbalb odor 
oberbalb x' gebort, tritt im vorliegenden PaUe nicbt auf, da in 
Tabelle XVII das Argument 564 uberbaupt nicbt vorkommt. 

Das angegebene Yerfabren siebt auf den ersten Anblick ganz 
plausibel aus, ist jedocb zwei Einwendungen ausgesetzt: erstens nambcb 
ist die logaritbmiscbe Messung nicbt wirklicb erfolgt, sondern nur 
fingiert, zweitens wird die Tatsacbe auBer acbt gelassen, daB jedes 
Argument in Tabelle XVII nicbt nur den bingescbriebenen Wert, 
sondern wegen der Abrundung alle GroBen innerbalb der einscblieBenden 
Teilstrecke vertritt. So gebort z. B. das Argument = 854 einer 
Teilstrecke t an, die von dem Wecbselpunkte u= 853.5 bis zu dem 
nacbsten Wecbselpunkte v = 854.5 reicbt und eine Gliedermenge J 
entbalt, die im vorliegenden Palle gleicb Eins ist. Pemer faUt in 
die Teilstrecke t der Punkt x' = 853.6, der aus dem Wecbselpunkte 
y ^ 2.93125 entstanden ist. Da nun der wabre Wert des notierten x 
sowobl der Strecke von u bis x\ als aucb der Strecke von x' bis v 
angebort baben kann, so ist es angezeigt, diesen Umstand bei der 
Ansetzung von zu berucksicbtigen, indem man Streckeninbalt J 

angemessen auf die beiden Stiicke von t verteilt. Den Weg dazu 
zeigt folgende geometriscbe tJberlegung. 

Man konstruiere iiber der ic-Acbse zu samtlicben Wecbselpunkten 
der Tabelle XVII die Summenordinaten, so daB die Reibe der Summen- 
punkte entstebt, durcb welcbe die Summenkurve bindurcbzufubren 
ist. Bei der Eleinbeit der Teilstrecken erscbeint es nun als unbe- 
denklicb, die Krummung der Summenkurve zwiscben je z"wei benacb- 
barten Wecbselpunkten zu vernacblassigen, d. b. den Zug der Summon- 
linie dadurcb berzusteUen, daB man die gegebenen Summenpunkte 

Bruns, ‘WahrsoheinliclikeitSTechnung. 20 
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geradlinig verbindet. In diesem Falle erhalt man aber ) oder das 
gesucbte @(2/); wenn man @(£c') in die Strecke zwiscben dem voran- 
gelienden @ (^^) und dem nae]ifolgenden@(^^) geradlinig bineininterpoliert. 

Wendet man die vorstebende Regel auf die Tabelle XVII an, so 
erbalt man die gesucbte logarithmiscbe Summentafel in der Grestalt 

TabeUe XXL 


^ = 217, 2/ = 2.63125 + o.o3r, o, I, ' • • 14 

=0 II 24 

7 14 21 33 60 

87.1 139 177.6 205 217 

Hieraus ergibt sich die logarithmiscbe Verteilungstafel 

Tabelle XXIL 


m = 217, y ^ 2.64625 + 0.03 r, r= o, I, • • • 13 

mViijf) = I o I 23 
7 7 12 27 2,7.1 

51.9 38.6 27.4 12 — 

Die Vemacblassigung der Kriimmung erzeugt bei der Transformation 
selbstverstandlicb Pebler, die um so groBer ausfallen, je langer in der 
zu transformierenden Tafel die Teilstrecken sind, in die man binein 
zu interpolieren bat. Wenn z. B. statt der Urliste in Tabelle XVII 
nur die reduzierte Summentafel der Tabelle XVIII gegeben ist, so 
entstebt, falls man wieder fur die d der TabeUe XX geradlinig inter- 
poliert, statt TabeUe XXI die logarithmiscbe Summentafel 

TabeUe XXEL 


m ^ 217, y = 2.63125 + o.ozTj r=- 0, i, . . . 14 

0.3 i.o i.o 2.5 3.7 

6.9 13.6 20.8 34.0 59.0 

88.0 136.8 175.5 205.4 217.0 

Die Abweicbungen von XXI sind in der Mebrzabl gering, geben in- 
dessen an zwei Stellen bber zwei Einbeiten, also fiber ein Prozent 
des Umfanges m binaus. Ob solcbe Abweicbungen fur groB oder 
fur Hein zu eraebten sind, bangt naturlieb jedesmal von der besonderen 
Bescbaffenbeit des vorgelegten K-G. ab; immerbin ist daraus erne 
neue Bestatigung des Satzes zu entnehmen, daB starkere Abrundung 
niemaJs ein Vorteil, wobl aber baufig ein wirkUcber Nacbteil ist. 



Numerisclie Bearbeitnng: Yerteitungstafeln. 


307 


Da bei starker Abrundimg die geradlinige Interpolation der ge- 
snchten @(2/) wegen der Kjrummung der Snmmenkurv’e nnzulassige 
FeHer erzeugt, und da sich anf der anderen Seite eiae Berucksichtigung 
der Kruniniung im aUgemeinen nicht obne melir oder minder will- 
kiirlicbe Annahmen durchfiihren lafit, so ist man in solohen Fallen 
genotigt, anf die Interpolation der @(2/) zu yerzichten. Es bleibt 
dann, wenn man nickt anf das rorhin in § 215 angegebene Verfahren 
zuriickgreifen wiU, noch der folgende Weg, den wir an Tabelle XVIII 
deutlioh machen wollen. Man ersetzt die dort aufbretenden Weclisel- 
punkte X durch ihre Logarithmen y und fafit die zugeborigen ®[x) 
nunmebr als die @ (2/) anf. Darans entstebt eine logaritbmiscbe 
Snmmentafel yon folgender Gestalt: 


TabeUe XXIV. 


y = 2.6186 

2.6585 

2.6950 

2.7288 

2.7600 

m©(2/) = 0 

I 

I 

3 

4 

y= 2.7892 

2.8166 

2.8423 

2.8666 

2.8896 

m<S(y) = 8 

15 

21 

30 

50 

2/ = 2.9114 

2.9322 

2.9521 

2.9710 

2.9892 

m^{y) = 67 

89 

122 

153 

173 

y = 3.0067 

3*0235 

3.0396 

3.0552 

— 

»n@(2/)= 195 

207 

213 

217 

— 


Die yorgenommene Transformation, die offenbar nur die Tafelargumente, 
aber nicbt die ©-GroBen beriibrt, ist yoUig einwandfrei. Dieser Vorzug 
wird jedocb dadurcb erkanft, daB die Tafelargumente nicbt mebr 
aquidistant sind. Man kann also nicbt mebr die Metbode der direkten 
Mittelbildung anwenden, sondern ist auf die Recbnung mit den Be- 
obacbtungsgleicbungen bescbrankt. 

§ 217. Es bedarf keiner besonderen Darlegung, wie sicb die an 
dem Beispiele des Logaritbmus erlauterte Transformation fur den Fall 
irgend einer anderen Transformation y =^f{x) gestaltet. Hingegen ist 
es angezeigt, nocb die Griinde zu besprecben, die zu einer solcben 
Transformation AnlaB geben konnen. Hierbei will icb wieder an ein 
konkretes Beispiel anknupfen. 

Bei der plastiscben Darstellung des menscblicben Korpers ist 
im aUgemeinen die Tendenz yorbanden, eine bestimmte Norm oder 
ein bestimmtes Ideal innezubalten, was ja nicbt ausscblieBt, daB ge- 
legentlicb, urn gewisse Ideenassoziationen zu erzeugen, bewuBte Ab- 
weicbungen yon der Norm yorgenommen werden. Tatsacblicb beruben 
ja die Versucbe, ftir die Gliederung der menscblicben Gestalt einen 

• 20 ’“ 
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sogenannten Kmion aufzTistellen, auf der Voraussetzung, dafi eine 
solclie Norm wirklicli vorlianden uiid angebbar sei; betannt ist der 
Yersucb yon Zeising, die Proportionen jeBer Gliederung anf den 
goldenen ScJmiU als Zahlengesetz der Schonbeit znrfickzTifubren. Selbst- 
yerstandlich kann der bundige Nacbweis von dem Yorbandensein 
einer Norm nur durcb planmaBige Messungen erbracbt werden, aucb 
wenn man nacb einem, Baffael zugescbriebenen^ Anssprucb annimmt^ 
da6 die bocbsten Yertreter der Knnst ;,den Zirkel nicbt in der Hand^ 
sondem im Auge baben". Damit wird man zu der Frage gefiibrt^ 
wie derartige Messungen anzuordnen und zu bebandeln sind. 

Um die Yorstellung zu fixieren denken wir uns, daB an einer 
geeigneten Reibe yon Indiyiduen die Langen x und y yon Oberarm 
und Unterarm gleicbzeitig gemessen und notiert worden seien. Man 
erbalt dann eine Kollektiyreibe K{x, y) mit den beiden Argumenten 
X, y und kann, sobald der Umfang der Reibe sebr groJB ist, daran 
denken, die in der XI Y. Yorlesung entwickelten Beziebungen zu yer- 
werten, um die yermutete Abbangigkeit zwiscben x und y nacbzuweisen. 
Dieser Pall tritt aber fur gewobnbcb nicbt ein: yielmebr wird man 
in der Regel frob sein miissen, wenn die Reibe yielleicht etlicbe 
bundert Grlieder umfaBt. Ein solcber Umfang reicbt nun aUenfalls 
aus, um mit den friiher entwickelten Kriterien das FeMen der Un- 
abbangigkeit nacbzuweisen, ist aber unzureicbend, wenn man uber 
die Fmm der Abbangigkeit direkt aus den beobacbteten Zablen Auf- 
scbluB erlangen will. Man muB sicb daber nacb einem anderen Wege 
umseben, wobei ein Kunstgriff benutzt werden kann, der in der Aus- 
gleicbungsrecbnung scbon seit langer Zeit Anwendung gefunden bat. 

§ 218. Man denke sicb bei jedem Gliede der yorgelegten Reibe 
auBer den beiden Argumentwerten Xy y aucb nocb den Wert des 
Quotienten 0 ^ x:y notiert, da ja die yermutete Abbangigkeit im 
vorliegenden Falle darin bestebt, dem Quotienten 0 die Tendenz nacb 
einem konstanten Werte bin zu erteilen. Yariieren nun, wie wir fur 
den Augenblick annebmen woUen, x und y unabhangig voneinander, 
so ist 0 ein durcb Miscbung aus x und y entstandenes Argument, 
femer sind dann die Elemente yon 0 in ganz bestimmter Weise yon 
den Elementen der Yerteilungen 9 S(a?) und $8(2/) abbangig, und man 
kann sicb daraufbin yornebmen, die Elemente yon 0 aus den beob- 
acbteten Elementen yon x und y zu berecbnen. Andererseits liefern 
die beobacbteten Werte des Quotienten x : y eine bestimmte beob- 
acbtete Yerteilung ^{0) mit den dazu gebdrigen Elementen. Ist nun 
die Streuung bei der beobacbteten Yerteilung 85 (^ 2 ?) erbeblicb kleiner, 
als die aus ^[x) und S 5 (j/) berecbnete Streuung yon so wird man 
sagen diirfen, daB 0 in der Tat die Tendenz gegen einen konstanten 
Wert bin besitze. 

Die angedeutete Miscbungsrecbnung laBt sicb durcbfubren, liefert 
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jedoclL so beschwerliclie Formeln, daB sie fur den ernstlichen Gebrancli 
nicht in Betraebt kommt. Giinstiger liegt die Sache^ wenn man fiir 
8 statt des Qnotienten die Verbindung x — ay zugrunde legt, worin 
a eine Konstante bedeutet. Es lassen sicb daim die fruber entwicbelten 


Miscbungsformebi obne weiteres anwenden, nur daB man jetzt die 
Vergleicbung zwiscben der beobacbteten und der berecbneten Streuung 
von 8 fiir verscbiedene, probeweise eingesetzte, Werte von a anszufubren 
und darauf dasjenige a ausfindig zu maeben bat^ fiir welcbes das 
beobacbtete str (-2?) mSglicbst klein wird. Dieser Weg ist also immerbin 
gangbar, gleicbwobl aber nocb recbt bescbwerlicb. Dagegen ver- 
scbwinden die Scbwierigkeiten sofort, wenn man die Argumente x 
und y vorber logaritbmiscb transformiert und demgemaB mit den 


GroBen 


X=-Log/r, r=Log2/, Z^X^Y 


arbeitet. Die Tendenz gegen einen konstanten Wert von Z kommt 
dann dadurcb zum Ausdruck^, daB die beobacbtete Streuung von Z 
kleiner wird, als der aus der Gleicbung 

str {Zf = str (Z)^ + str {Yf 

bereebnete Wert. 

Man erkennt aus dem vorstebenden Beispiel, daB die logaritbmiscbe 
Transformation sicb iiberall da empfeblen wird, wo die Abbangigkeit 
auf die Konstanz einer Proportion binauslauft. Ebenso ist der Grund- 
gedanke des Verfabrens aucb dann nocb anwendbar, wenn sicb die 
vermutete Abbangigkeit in eine Gleicbung von der Gestalt 


f{x) + giy) ^ constans 


bringen laBt, wo f{x) nur von x, g{y) nur von y abbangt. 

§ 219. Mit den vorstebenden Bemerkungen will icb die Dar- 
stellung abbrecben, die uns von der Spielaufgabe des Che/oalier de 
M&e bis zu einer Frage der organiscben Morpbologie gefubrt bat. 
Es bat sicb dabei gezeigt, daB der Auf ban einer allgemeinm Formen- 
lebre der KoUektivgegenstande sebr wobl durcbfuhrbar ist, und daB 
die matbematiscben Hindemisse, mit denen Fechner sicb abmubte, 
obne besondere Scbwierigkeiten aus dem Wege geraumt werden 
konnten. Die ersten Keime zu einer solcben Formenlebre lassen sicb 
bei Fechner sebr weit zuruck verfolgen: sie finden sicb bereits in 
einem Vortrage fiber „die maihematische JBehandlung organischer Ge- 
staltm und Fro 8 esse‘‘ (Bericbte der matb.-pbys. Klasse der K. Sacbs. 
Ges. d. Wiss. 1849) und treten deutlicb in mebreren spateren Arbeiten 
zu Tage. Vielleicbt darf man boffen, daB die KollektivmaBlebre als 
Hilfsmittel der Untersucbung von Massenerscbeinungen vor dem MiB- 
gescbick bewabrt bleibe, dem die Wabrscbeinlicbkeitsreebnung infolge 
unkritiscber Anwendung ibrer Lebrsatze eine Zeit lang unterworfen 
gewesen ist. 





310 


AbkHrzungen. 

W.-E. = Wakirsc]iein.liclikeitsrecli]iiing. 
rH. = relative HS^ufigkeit. 

K.- G. == KollektiTgegerLstand. 

E.-G, = Exponentialgesetz. 

SB. = mathematische Wakcscheinlichkeit. 
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Laplace i. 20. 25. 52. 63. 104. 145. A. 


Laurent 21 1. 

Lexis 65—67. 145 * 151- 
Lipps 67. 121. 213. A. 

Marbe 160. 161. 

Markoff A. 

M6re (Cbev. de) i. 219. 

Meyer (A.) A. 

Neumann (Kaspar) 65. 

Opitz A. 

Pascal I. 38. 43. 

Pearson 82. 12 1. 

Pescbel 2. 

Poisson 63. 69. 149 — 158. 201. 
Quetelet 67. 

Eaffael 217. 

Stirling 29. 

StlBmilob 67. 

Todbunter i. 

Vega 5. 71. 188. 192. 

Weber (E. H.) 53. 

Werner 199. 

Wolf (Rudolf) 57. 15 1. 

Zeising 217. 



Anhang: Tafel der ^-Funitionen. 

Die Anordnung der nachfolgenden Tafeln bedarf keiner besonderen 
Erlanterung, da sie sicb dem Muster der bekaimten logarithmisciLen 
und trigonometrischen Tafeln eng anscblieBt; jedocb isfc beim Ge- 
braucbe zu beachten, daB die Fnnktionswerte fiir eia positives Argu- 
ment gelten, daB also fur negative Argumente bei den Funktionen 
mit gerader Ifummer das Vorzeicben umzukebren ist. 

Die Tafel fur 0 {ixi) wurde scbon vor langerer Zeit auf meine 
Veranlassung von B, Kampfe aus der siebenstelligen Tafel in A. Meyers 
,iVorle$ungen uber WahrscJieinUcMeitsrecJin^ deutsch von JE. Cmber^ 
(Leipzig 1897) berechnet, und zwar nacb einem Verfabren, das in 
meinen „Grundlinien des wissenschaftlichen Bechnens‘^ in § 41 be- 
scbrieben ist. In derselben Weise ist aucb die Tafel entstanden, die 

G, F. Lipps der von ibm besorgten Ausgabe von Fechners ^KoUeMiv-- 
maplehre^^ angefiigt bat. Die bier gegebenen Werte babe icb spater 
durcb Vergleicbung mit Marikoff „TaMe des valefu/rs de Vintegrale etc.^^ 
(St. Petersburg 1888) gepruft. Eine iibersicbtlicbe Zusammenstellung 
uber die Transzendente 0 [x) nebst der Literatur findet man bei 

H. OpiU jjJDie Kramp-Loplacesche Trcms^endente und ihre Umkehrung^' 
(Progr. Konigstadt. Realgymn. Berlin^ Ostem 1900). 

Uber die Tafeln fur die Ableitungen sind bereits in § 88 des 
Textes die notigen Angaben gemacbt worden. 



Tafel fiir 0(x). 


0.0113 

0.0226 

0.0338 

0.0451 

0.0564 

0.0676 

0.0789 

0.0901 

0.1013 

0.1125 

0.1236 

0.1348 

0,1459 

0.1569 

0.1680 

0.1790 

0.1900 

0.2009 

0.2118 









0.5205 

0.5292 

0.5379 

0.5465 

0.5549 

0.5633 

0.5716 

0.5798 

0.5879 

0-5959 

0.6039 

0.6117 

o. 6 i 94 

0.6270 

0.6346 

0.6420 

0.6494 

0.6566 

0.6638 

0.6708 

0.6778 


0.6847 

0.6914 

0.6981 

0.7047 

0.7112 

0 . 717 s 

0.7238 

0.7300 

0.7361 


5214 5223 

5301 5310 

5388 5396 

5473 5482 

SS58 5566 
5642 5650 

5724 5733 

5806 5814 

5887 5895 

5967 5975 


'5249 

5258 1 

5266 

5275 1 

5284 

5336 

5344 

5353 

5362 , 

5370 

5422 

5430 

5439 

5448 

5456 

5507 

5516 

5524 

5533 

5541 

5591 

5600 

5608 

5617 

5625 

5675 

5683 

3691 

5700 

5708 

5757 

5765 

5774 

5782 

5790 

5839 

5847 

5855 

5863 

5871 

5919 

5927 

5935 

5943 

5951 

5999 

6007 

6015 

6023 

6031 

6078 

6086 

6093 

6101 

6109 



0,7421 

7427 

7433 

7439 

7445 

7451 

7457 

7462 

00 

VO 

7474 

0.7480 

0.7538 

0.7595 

0.7651 

0.7707 

0.7761 

0.7814 

0.7867 

0.7918 

7486 

7544 

7601 

7657 

7712 

7766 

7820 

7872 

7924 

7492 

7550 

7607 

7663 

7718 

7772 

7825 

7877 

7929 

7498 

7555 

7612 

7668 

7723 

7777 

7830 

7882 

7934 

7503 

7561 

7618 

7674 

7729 

7782 

7835 

7888 

7939 

7509 

7567 

7623 

7679 

7734 

7788 

7841 

7893 

7944 

7515 

7572 

7629 

7685 

7739 

7793 

7846 

7898 

7949 

7521 

7578 

7635 

7690 

7745 

7798 

7851 

7903 

7954 

7527 

7584 

7640 

7696 

7750 

7804 

7856 

7908 

7959 

7532 

7590 

7646 

7701 

7756 

7809 

7862 

7913 

7964 

0.7969 

7974 

7979 

7984 

7989 

7994 

7999 

8004 

8009 

8014 

0.8019 

0.8068 

0.8116 

0.8163 

0.8209 

0.8254 

0.8299 

0.8342 

0.8385 

8024 

8073 

8120 

8167 

8213 

8259 

8303 

8347 

8389 

8029 

8077 

8125 

8172 

8218 

8263 

8307 

8351 

8394 

8034 

8082 

8130 

8177 

8223 

8268 

8312 

835s 

8398 

8038 

8087 

8135 

8181 

8227 

8272 

8316 

8360 

8402 

8043 

8092 

8139 

8186 

8232 

8277 

8321 

8364 

8406 

8048 

8097 

8144 

8191 

8236 

8281 

8325 

8368 

8410 

8053 

8101 

8149 

8193 

8241 

8285 

8329 

8372 

8415 

8058 

8106 

8153 

8200 

8245 

8290 

8334 

8377 

8419 

8063 

8111 

8158 

8204 

8250 

8294 

8338 

8381 

8423 

0.8427 

8431 

8435 

8439 

8444 

8448 

8452 

8456 

8460 

8464 


Bruns, W ahrscheinlichkeitsreclinung. 


21 


















0.8427 

~o.8468~ 

0.8508 

0.8548 

0.8586 

0.8624 

0.8661 

0.8698 

0.8733 

0.8768 

0.8802 

0.8835 

0.8868 

0.8900 

0.8931 

0.8961 

0.8991 

0.9020 

0.9048 

0.9076 

0.9^03 

0.9130 

0.9155 

0.9181 
0.9205 
0.9329 
0.9252 
0.9275 
0.9297 
0.93 9 

0.9340 

0.9361 

0.9381 

0.9400 

0.9419 

0.9438 

0.9456 

0.9473 

0.9490 

0.9507 

0.9523 

0.9539 

0.9554 

0.9569 

0.9583 

0.9597 

0.9611 

0.9624 

0.9637 

0.9649 



9371 9373 
9390 9392 
9410 9412 
9428 9430 
9447 9448 
9464 9466 

9482 9483 
9499 9500 
9515 9516 


9531 9532 


9546 9548 
9561 9563 
9576 9577 
9590 9591 
9604 9605 
9617 9618 
9630 9631 

9643 9644 


0.9661 

j 9662 

1 9663 

9665 

9666 

9667 

9668 

9669 

9670 

0 

1 

2 

3 

! 4 

5 

1 6 

7 

1 3 










Tafel fiir <&(«?). 


A(6) 


0.9661 

0.9763 

0.9838 

0.9891 

0.9928 

9673 

9772 

9844 

9895 

_ 993 i 

9684 

9780 

9850 

9899 

9934 

9695 

9788 

9856 

9903 

9937 

9706 

9796 

9861 

9907 

9939 

0.9953 

_ 99 S 1 _ 

9957 

9959 

9961 

0.9970 

9972 1 

i 9973 

9974 

9975 

0.9981 

9982 ! 

9983 

9984 

9985 

0.9989 

9989 

9990 

9990 

9991 

0.9993 

9993 1 

9994 

9994 

9994 

0.9996 

9996 

9996 

9997 

9997 

0.9998 

9998 

9998 

9998 

9998 

0.9999 

9999 

9999 

9999 

9999 

0.9999 

9999 

9999 

9999 

9999 






A(6) 


Tafel fur die AMeitungen you 


X 




{.rjg : 2 




0.00 

-f- r.1284 


0.0000 

.01 

+ 1.1283 

I 

— 0.0113 

.02 

•03 

I. 1279 

1. 1274 

4 

5 

8 

10 

0.0226 

0.0338 

.04 

.05 

1.1266 

1.1256 

— 0.04s I 
0.0563 

.06 

1.1243 

13 

0.0675 

.07 

.08 

4- 1. 1229 

1. 1312 

14 

17 

— 0.0786 
0.0897 

.09 

I. 1193 

19 

0.1007 

O.IO 

+ I.II72 

21 

— 0.1117 

.11 

,12 

-|- 1.1148 

1. 1122 

24 

26 

— 0.1226 

0.1335 

.13 

1.1095 

27 

0.1442 

•14 

+ 1,1065 

30 

— 0.1549 

•15 

I.IO33 

32 

0.1655 

.16 

1.0999 

34 

0.1760 

.17 

.18 

4- 1.0962 
1.0924 

37 

38 

— 0.1864 
0.1966 

.19 

1.0884 

40 

43 

0.2068 

0.20 

4- 1.0841 

— 0.21 6 8 

.21 

.22 

4 - 1-0797 
1-0751 

44 

46 

— 0.2267 
0.2365 

.23 

1.0702 

49 

0.2462 

,24 

4- 1.0652 

SO 

— 0.2557 

.25 

.36 

1.0600 

1.0546 

52 

54 

0.2650 

0.2742 

.27 

.38 

4- 1,0490 

1.0433 

56 

57 

— 0.2832 
0.2921 

.39 

1.0374 

59 

61 

63 

64 

66 

0.3008 

0.30 

+ 1-0313 

— 0.3094 

.31 

4- 1.0250 

— 0.3177 

.32 

.33 

1.0186 

1.0120 

0.3259 

0.3339 

•34 

•35 

.36 

4- 1.0052 

0.9983 

0.9912 

68 

69 

71 

— 0.3418 

0.3494 

0.3568 

•37 

•38 

•39 

4" 0.9840 

0.9767 

0.9692 

72 

73 

75 

— 0.3641 

0.371 1 

0.3780 

040 

+ 0.961s 

77 

— 0,3846 

.41 

+ 0.9538 

77 

79 

80 

— 0.3911 

.42 

•43 

0.9459 

0.9379 

0.3973 

0.4033 

.44 

•45 

.46 

4- 0.9298 
0.9215 
0.9132 

81 

83 

83 

85 

85 

87 

87 

— 0.4091 

0.4147 

0.4201 

.47 

.48 

.49 

0.50 

4” 0.9047 

0.8962 
0.8875 
' 4- 0.8788 

— 0.4252 
0.4302 

0.4349 

— 0.4394 


— 0.5642 


113 

113 

112 


-- 0.5640 

0-5635 

0.5627 


2 

5 

8 


113 

112 

112 


— 0.5615 

0.5600 

0.5581 


12 

IS 

19 


III 

III 

no 

no 

109 

109 

107 


— 0.5559 
0.5534 
0.5506 

— 0-5474 

— 0.5439 

0.5401 

0.5360 


22 

25 

28 

32 

35 

33 

41 


107 

106 

105 


— 0.5316 
0.5268 
0.5218 


44 

48 

50 


104 

102 

102 

100 

99 

98 

97 

95 

93 

92 

90 

89 

87 

86 

83 

82 

80 


— 0.5164 
0.5108 

0.5049 

— 0.4987 

— 0.4922 

0.4855 

0.4785 

— 0.4713 

0.4638 

0.4560 

— 0.4480 

0.4399 

0.4314 

— 0.4228 

— 0.4140 
0.4050 
0.3958 


54 

56 

59 

62 

65 

67 

70 

72 

75 

78 

80 

81 

85 

86 
88 
90 
92 


79 

76 

74 

73 

70 

69 

66 

65 

62 

60 

58 

56 

54 


— 0.3864 
0.3769 
0.3671 

— 0.3573 
0.3473 
0.3372 

— 0.3269 

— 0.3166 
0.3061 

0.2955 

— 0.2849 
0.2742 
0.2634 


94 

95 
98 

98 

100 

101 

103 

103 

X05 

106 

106 

107 

108 


SI 

50 

47 

45 


0.2525 

0.2416 

0.2307 


0.2197 


109 

109 

109 

no 






Tafel ftir die AMeituugen you <P(a?) 


A(7) 



I •3'^ 

-35 

' .36 


+ 0.0169 
0.0338 
0.0507 

-f 0.067s 
0.0843 
0.1009 

+ 0,117s 
0.1340 

0.1503 

+ 0.1665 
4- 0.1825 
0.1983 
0.2139 

+ 0.2293 

0.2445 

0.2595 

-f* 0.2742 
0.2886 

0.3027 

+ 0.3166 

+ 0.3301 

0.3433 

0.3562 

+ 0.3688 
0.3809 
0.3928 

— i- 0.4042 

0.4153 

0.4260 
+ 0.4362" 
0.4461 

0.4555 

0.4646 

+ 0.4731 

0.4813 

0.4890 

+ 0.4963 

0.5031 

0-5095 
+ 0-5154 
4* 0.5208 
0.5258 

0.5304 

+ 0.5344 
0.5381 
0.5412 

+ 0.5439 

0.5461 

0-5479 

+ 0.5492 




+ 0.8463 


+ 0.8459 
0.8446 
0.8425 
+ 0.8395 
0-8357 

0.8311 

+ 0.8257 
0.8194 
0.8123 
-f 0.8045 
+ 0.7958“ 
0.7864 
0.7762 

+ 0.7652 

0.7535 

0.741 I 

-j- 0.7280 

0.7143 

0.6998 

0.6847 

0.6690 

0.6527 

0.6358 

-|- 0.6184 
0.6004 
0.5819 

0.5629 
0.5435 
0.5236 
+ 0-5034 

-J- 0.4827 
0.4617 
0.4404 

+ 0.4187 
0.3968 

0.3747 

+ 0.3523 
0.3298 
O.3O7J 
0.2842 
+ 0.2613 
0.2383 
0.2152 

-|- 0.1922 
0.1691 
0.1461 

+ O.I23I 
0.1003 
0-0775 

+ 0.0549 


I ^(x %:32 


0.0423 

0.0845 

0.1267 

0.1686 

0.2103 

0.2518 

0.2928 

0.3335 

0^3737 

0.4134 

0.4525 

0.4909 

0.5287 

0.5658 

0.6021 

0.6375 

0.6721 

0.7057 

0.73B4 







A(8) 


Tafel fiir die Ableitungen. ron ^(a?) 


£C 


o.go 

4- 0.8788 

.51 

4- 0.8700 

.53 

0.8610 

.53 

0.8520 

.54 

4“ 0.8430 

.55 

0.8338 

.56 

0.8246 

.57 

4“ 0.8154 

.58 

0.8060 

.59 

0.7967 

0.60 

4- 0,7872 

.61 

4- 0.7778 

.62 

0.7683 

.63 

0.7587 

.64 

+ 0.7491 

.65 

0.7395 

.66 

0.7299 

.67 

+ 0.7203 

.68 

0.7106 

.69 

0.7010 

0.70 

+ 0.6913 

.71 

4- 0.6816 

.72 

0.6719 

.73 

0.6622 

.74 

4- 0.6526 

.75 

0.6429 

.76 

0.6333 

.77 i 

+ 0.6237 

.78 

0.6141 

.79 

0.6045 

0.80 

+ 0.5950 

.81 

+ 0.5855 

.82 

0.5760 

.83 

0.5666 

.84 

+ 0.5572 

.85 

0*5479 

.86 

0.5386 

.87 

+ 0.5293 

.88 

0.5202 

.89 

0.5110 

0.90 

+ 0.5020 

.91 

-j- 0.4930 

.92 

0.4840 

.93 

0.4752 

.94 

4- 0.4664 

.95 

0.4576 

.96 

0.4490 

.97 

4- 0.4404 

.98 

0.43X9 

.99 

0.4235 

I.OO 

+■ 0.4151 


88 

90 

90 


{aj)2 : 


— 04394 

— 0.4437 
0.4477 

0.4516 


90 

92 

92 


— 0.4552 

0.4586 

0.4618 


92 

94 

93 

95 

94 

95 

96 

96 
96 
96 

96 

97 

96 

97 
97 
97 
97 

96 

97 
96 

96 

96 

96 

95 

95 

95 

94 

94 

93 

93 

93 

91 

92 
90 
90 
90 
88 

88 

88 

86 

86 

85 

84 

84 


— 0.4648 
0.4675 
0.4700 

— 0.472 3 

— 0.4744’ 
0.4763 

0.4780 

— 0.4795 

0.4807 

0.4817 

— 0.4826 
0.4832 

0.4837 

— 0.4839 

— 0.4839 
0.4838 

0.4834 

— 0.4829 
0.4822 
0.4813 

— 0.4802 
0,4790 
0.4776 

— 0.4760 

— 0.4742" 
0.4723 

0.4703 

— 0.4681 

0.4657 

0.4633 

— 0.4605 

0.4577 

0.454 8 

— 0.45^ 8 

— 0.4486 

0.4453 

0,4419 

— 0.4384 
0.4347 

0.4310 

— 0.4272 
0.4232 
0.4192 

“0.41 5 1 


2 


43 

40 

39 


^ (35)3 : 4 


0.2197 

0.2087 

0.1977 

0.1867 


no 

no 

no 


36 

34 

32 


— 0.1757 

0.1647 

0.1537 


no 

no 

no 


30 

27 

25 

23 


— 0.1428 

0.1319 

0.1210 

o~no2 


109 

109 

109 

108 


21 

19 

17 

15 

12 

10 

9 

6 

5 

2 

0 

1 

4 

5 
7 
9 

n 

12 

X4 

16 

18 

19 

20 

22 

24 

25 

27 

28 

29 

30 

32 

33 

34 

35 
37 

37 

38 
40 

40 

41 


— • 0.0995 

0.0888 

0.0782 

— 0.0677 
0.0573 
0.0470 

— 0.0368 
0.0267 
0.0168 

— 0.0069 
“I[r“oTo028 

0.0124 

0.0218 

4- 0.0311 
0.0402 
0.0491 

+ 0.0579 
0.0666 

0.0750 

+ 0.0833 
-j- 0.0914 

0.0993 

0.1070 

-f- 0.1146 
0.1219 
0.1290 

-j- 0.1360 
0.1427 
0.1493 

+ 0-1556 

4- 0.1617 
0.1677 
0.1734 

4" 0.1789 
0.1842 
0.1893 

4" 0.1942 
0.1988 
0.203 3 
-j- 0.2076 


107 

107 

106 

105 

104 

103 

102 

lOI 

99 

99 

97 

96 

94 

93 

91 

89 

88 

87 

84 

83 

81 

79 

77 

76 

73 

7X 

70 

67 

66 

63 

61 

60 

57 

55 

53 

Sx 

49 

46 

45 

43 




Xafel fiir die AMeitungen you <&(«?)*. *^(9) 


a? 


^ (aj)^ : 8 




0 (a?)g : 82 


0.50 

.51 

•52 

•53 

•54 

.55 

•56 

.57 

•58 

•59 

0.60 

.61 

.62 

-63 

•64 

.65 

,66 

.67 

.68 

.69 

0.70 

•71 

.73 

•73 

.74 

.75 

.76 

•77 

.78 

•79 

0.80 

.81 

.82 

.83 

.84 

•85 

.86 

.87 

.88 

•89 

0.90 

.91 

.92 

•93 

.94 

.95 

•96 

.97 

.98 

.99 

I.OO 


+ 0.5492 


+ 0.5501 
0.5505 
0.5505 
+ 0.5501 
0.5492 
0.5479 

+ 0.5461 
0.5440 
0.5414 


+ 0-5385 


+ 0.5351 
0.5314 
0.5273 

4 - 0.5228 
0.51S0 
0.5128 

+ 0.5072 
0.5014 
0.4952 


-[- 0.4887 


0.4819 

0.4749 

0-4675 

4- 0.4599 

0.4521 
0.4440 
+ 0-4356 

0.4271 

0.4183 


+ 0.4094 


-f. 0,4002 
0.3909 
0.3814 

+ 0.3718 
0.3621 
0.3522 

+ 0.3432 
0.3321 
03220 


+ 0-3117 


+ 0.30,14 

0.291 1 
0.2806 

0.2702 

0.2598 

0.2493 

4- 0.2388 
0.2284 
0.2180 


-j- 0.2076 


9 

4 

o 

4 

9 

13 

18 

21 

26 

29 

34 

37 

41 

45 

48 

52 

56 

58 

62 

65 

68 

70 

..74 

76 

78 

81 

84 

85 
88 
89 

92 

93 

95 

96 

97 
99 

100 

101 
lOI 

103 

103 

103 
105 

104 

104 

105 

105 

104 

104 

104 


+ 0-0549 


+ 0.0325 
4- 0.0103 

— 0.0118 

— 0.0335 
o 0550 
0.0762 

— 0.0971 
0.1177 
0.1379 


— 0.1578 


0.1772 

0.1962 

0.2148 

0.2330 

0.2507 

0.2679 

0.2846 

0.3009 

0.3166 


— 0.3317 


• 0.3464 
0.3605 
0.3740 
0.3869 

0.3993 

0.4111 

• 0.4223 
0.4330 
0.4430 


0.4524 


0.4613 

0.4695 

0.4771 

• 0,4842 
0.4906 

0.4965 

0.5017 

0.5064 

0.5105 


0.5140 


0.5169 

0.5193 

0,5211 

0.5223 

0.5231 

0.5232 

• 0.5229 
0.5221 
0.5207 


— 0.5189 


224 

222 

221 

217 

215 

212 

209 

206 

202 

199 

194 

190 

186 

182 

177 

172 

167 

163 

157 

151 

147 

141 

135 

129 

124 

118 

112 

107 

100 

94 

89 

82 

76 

71 

64 

59 

52 

47 

41 

35 

29 

24 

18 

12 

8 

1 

3 

8 

14 

18 


— 1. 1259 


1. 1168 
1.1064 
1.0948 

1.0820 

1.0681 

1.0530 

1.0369 

1.0197 

i.oois 


— 0.9823 


0.9621 

0.94H 

0.9192 

• 0.8965 
0.8730 
0.8487 

0.8238 

0.7982 

0.7720 


0.7452 


0.7180 

0.6902 

0.6621 

0.6335 

0.6046 

0.5755 

■ 0.5460 
0.5164 
0.4866 


— 0.4568 


0.4268 

0.3968 

0.3669 

0.3369 

0.3071 

0.2774 

■ 0.2479 
0.2187 
0.1896 


— 0.1609 


— 0.1324 
0.1044 
0.0767 

— 0.0494 

— 0.0226 
-f- 0.0037 

0.0296 

0.0549 

0.0796 


+ 0.1038 


91 

104 

116 

128 

JC 39 

151 

161 

172 

182 

192 

202 

210 

219 

227 

235 

243 

249 

256 

262 
268 

272 
278 
281 

286 
289 

291 

295 

296 
298 

298 
300 
300 

299 

300 
298 

297 

295 

292 
291 

287 
285 
280 

277 

273 

268 

263 

259 

253 

247 

242 












A(10) 


Tafel fUr die Ableitungen Ton 


^ ! 2 I ^ (ag).3 


+ 0-4^5^ 

-f- 0.40&8 

0.3987 

0.3906 

+ 0.3826 
0.3747 
0.3668 

+ 0.3591 
0.3515 
0.3439 
+ 0-336 5 

+ 0.3291 
* 0.3219 

0.3147 

+ 0.3076 
0.3007 
0.2938 

-}- 0.2870 
0.2804 
0.2738 
+ 0-^673 
0.2610 
0.2547 
0.2485 

+ 0.2425 
0.2365 
0.2307 

-j- 0.2249 
0.2192 
0.2137 
-j- 0.2082 
+ 0.2028 
0.1976 
0.1924 

+ 0-IS73 

0.1824 

0.1775 

+ 0-1727 

0.1680 

0.1634 

+ 0-2589 
+ O.I54S 
0.1502 
0.1460 

O.I4I9 

0.1378 
0.1339 
-f- 0.1300 
0.1262 
0.1225 
0.1189 


- 0.41 5 

- 0.4109 
0.4066 
0.4023 

- 0.3979 
0.3934 

0.3S89 

- 0.3843 

0.3796 

0-3749 

“ 0.3701 

- 0.3653 
0.3605 
0.3556 

- 0.3507 
0.3458 
0.3408 

- 0.3358 
0.3308 
0.3^58 

- 0.3208 

- 0-3158 
0.3107 

0.3057 

- 0.3007 

0.2957 

0.2906 

- 0.2856 
0.2806 
0.2756 

- 0.2707 
. 0.2^57 

0.2608 

0.2559 

• 0.2510 
0.2462 
0.2414 

■ 0.2366 
0.2319 
0.2272 
0.2225 
0.2179 
0.2133 
0.2088 

0.2043 

0.1999 

0,1955 

0.1911 
0.1868 
0.1826 ; 
0.1784 


-J- 0.2076 
-f- 0.2116 
0.2154 

O.2191 

+ 0-2225 
0.2257 
0.2288 

-j- 0.2316 
0.2342 
0.2367 
+ 0.2389 
-f- 0.2410 
0.2428 

0.2445 

0.2460 

0.2473 

0.2484 

+ 0.2494 

0.2502 

0.2508 

+ 0-2513 

-I- 0.2516 
0.2518 
0.2518 

-f 0.2516 
0.2513 
0.2509 

+ 0.2503 
0.2496 
0.2487 
-f- 0.2478 
-f- 0.2467 
0.2455 
0.2442 

-f- 0.2427 
0.2412 

0.2395 

H- 0.2378 
0.2360 
0.2341 
+ 0.2321 
0.2300 
0.2278 
0.2256 

+ 0.2233 
0.2209 
0.2184 

+ 0.2159 
0.2134 
0.2108 
+ 0.2081 


Tafel f&r die AMeitnugen tou #(£c). 




A(ll) 


^(*>4 


2076 
-|- 0.1972 
0.1869 
0.1766 

+ 0.1665 
0.1564 
0.1464 

+ 0.1364 
0.1266 
0.1169 

+ 0-1073 

+ 0.0979 
0.0885 
0.0793 
+ 0.0703 

0.0614 

0.0526 

0.0440 
0.0356 
0.0273 
-|- 0.0192 
+ O.OII3 

-j- 0.0036 
0.0039 


0.0322 

0.0388 

0.045^ 

— 0.0514 


0.0742 

0.0794 

0.0844 

0.0892 

0.0938 

0.0982 

0.1024 

0.1064 

0.II02 

0.1138 

— O.II72 
0.1204 
0.1235 

— 0.1263 
0.1290 
O.I315 

— 0.1338 


0.5189 


0.5166 

23 

28 

0.5138 


0.5106 

32 

0.5069 

37 

0.5028 

41 

0.4983 

45 

0.4934 

49 

0.4881 

S3 

0.4824 

57 


0.3048 

0,2948 

0.2848 

0.2747 

0.2646 

0.2546 

0.2445 



+ 

0.1038 

+ 

0.1273 


0.1503 


0.1726 

+ 

0.1942 


0.2152 


0.235s 

+ 

0.2550 


+ 0.3094 

-j- 0.3260 


+ 0.3714 


+ 0.4099 
0.4212 


4- 0.4416 


0.4506 


+ 0.4732 


+ 0.4893 


4- 0.5030 


4 - 0.4997 


+ 0.4914 


-j- 0.4876 

0.4834 
0.4787 
+ 0.4736 
0.4681 
0.4621 
+ 0.4558 

0.4492 

0.4422 


4- 0.4348 






















A(12j 


Tafel fiir die AMeitimgen you 


+ 0.1189 

+ 

o.i 120 
0.1086 

+ 0.1053 
0.1021 
0.0990 

+ 0.0959 

0.0930 
0.0901 
-f- 0.0872 
4- 0.0845 
0.0818 
0.0792 

-[- 0.0766 
0.0741 
0.0717 

-j- 0.0694 
0.0671 
0.0649 
-f- 0.0627 
-|- 0.0606 
0.0586 
0.0566 

-f- 0.0546 
0.0528 
0.0510 

-|- 0.0492 

0.0475 

0.045^ 

4“ 0.0442 
______ 

0.04 1 1 
0.0396 

4- 0.0382 
0.0368 
0.035s 

4- 0.0343 
0.0329 

0.0317 
4- 0.0305 

-j- 0.0294 
0.0283 
0.0272 

4“ 0.0262 
0.0252 
0.0242 

+ 0-0233 
0.0224 
0.0215 
+ 0.0207 


^ (X),2 

- 0.1784 

^-^743 ~ 
0.1702 
0.1662 

- 0.1622 

0.1583 

O.IS 44 

- 0.1506 
0.1469 

Q.143^ 

- 0.1396 

- 0.1360 
0.1325 
O.I29I 

- 0.1257 
0.1223 
O.II 9 I 

• O.II 59 
O.II27 
0.1096 

• 0.1066 

■ 0.1036 
0.1007 
0.0979 

■ 0.0951 

0.0924 

0.0897 

0.0871 

0.0845 

0.0820 


• 0.0639 
0.0619 
o>059 9 

• 0.0580 
■ 0.0561 

0.0543 

0.0525 

0.0508 

0.0491 

0.0475 

0.0459 

0.0443 

0.0428 

0.0413 


4“ 0.2081 

+ 0 . 2054 " 

0.2027 

0.1999 
4- 0.1971 
O 1943 

O.I9I4 

4^ 0.1885 
0.1856 
0.1826 

4. 0.1797 

+ 0.1767 
0.1738 
0.1708 

4“ 0.1678 
0.1648 
0.1618 

4- 0.1588 
0.1558 
0.1528 

4- 0 -J ^499 
4- 0.1469 
0.1440 
0.1410 

4- 0.1381 
0.1352 
0.1324 

4- 0.X295 
0.1267 
0.1239 
4- 0.1211 
+ 0.1183 
0.1156 
0.1129 

4- 0.1102 
0.1076 
0.1050 

4- 0.1024 
0.0999 
0-0974 
+ 0-0949 
4- 0.0925 
0.0901 
0.0878 

4- 0.0854 
0,0832 
0.0809 

+ 0.0787 

0.0765 

0.0744 

4- 0,0723 


Tafel fiir die Ableitmigen von A(13j 







Tafel fiir die Ableitungen von 


ac 


2.00 

4- 0.0207 

.01 

4“ 0.0199 

.02 

0.0I9I 

*03 

0.0183 

.04 

4- 0.0176 

-05 

0.0169 

.06 

0.0162 

.07 

+ 0-0155 

.08 

0.0149 

.09 

0.0143 

2.10 

4- 0.0137 

.11 

4- 0.0132 

.12 

0.0126 

♦13 

O.OI 2 I 

.14 

4- O.OII6 

.15 

O.OIII 

.16 

0.0106 

•17 

4- 0.0102 

.18 

0.0097 

.19 

0.0093 

2.20 

4- 0.0089 

.21 

4“ 0.0085 

.32 

0.0082 

-23 

0.0078 

.24 

4- 0.0075 

.25 

0.0071 

.26 

0.0068 

.27 

4“ 0.0065 

.28 

0.0062 

.29 

0.0060 

2.30 

4- 0.0057 

.31 

4- 0.0054 

.32 

0.0052 

.33 

0.0050 

34 

4- 0.0047 

.35 

0.0045 

.36 

0.0043 

•37 

4" 0.0041 

•38 

0.0039 

*39 

0.0037 

2.40 

4- 0.0036 

. 4 X 

4- 0.0034 

.42 

0.0032 

.43 

0.003 1 

.44 

4- 0.0029 

.45 

0.0028 

.46 

0.0027 

•47 

4“ 0.0025 

.48 

0.0024 

.49 

0.0023 

2.50 

4- 0.0022 


<i> (a?)^ : 2 


1 

0.0413 


0.0399 

0.0385 



0.0334 

0.0322 

0.0310 

0.0299 


0.0288 


0.0277 



0.0229 

0.0231 

0.0212 

0.0204 


■ 0.013 1 


• 0.0125 
0.0120 
O.OII5 

■ O.OIII 
0.0106 
0.0102 

0.0097 

0.0093 

0.0089 


0.0085 



^(as)3 


+ 0.0723 

+ 0.0703 
0.0683 
0.0663 

-f* 0.0644 
o 0625 
0.0606 

4- 0.0588 
0,0571 
0-0553 
+ 0-0536 

4- 0.0520 
0.0504 
0.0488 

4“ 0.0472 
00457 
0.0442 

4“ 0.0428 
0.0414 
0.0401 

+ 0-0387 ' 

+ 0.0374 
0.0362 
0.0349 

+ 0.0337 
0.0326 
0.0315 

4- 0.0304 
0.0293 
0.0283 


4- 0.0273 


4- 0.0263 
0.0253 
0.0244 

4- 0.0235 
0.0226 
0.0218 

4“ 0.0210 
0.0202 
0.0194 


4- 0 .0187 
4“ 0.0180 
0.0173 
0.0166 

4“ 0.0160 


+ 0.0125 
























Tafel fiir die Ableitungen von 


A( 15 ) 


QC 


^ («?)4 5 8 


^(x) 5:16 


^ (£t;)g ; 32 


2.00 

.01 

.02 

•03 

.04 

•05 

.06 

•07 

.08 

•09 

2.10 

.II 

.12 

.13 

.14 

.15 

.i6 

.17 

.18 

.19 

2.20 

.21 

.22 

.23 

.24 

.25 

.26 

.27 

.28 

.29 

2.30 

.31 

•32 

.33 

.34 

.35 

.36 

.37 

•38 

.39 

2.40 

.41 

-42 

.43 

.44 

.45 

.46 

.47 

.48 

.49 

2.50 


— 0.1033 


O.IOI4 

0.0994 

0.0974 

0.0955 

0.0935 

0.0916 

0.0896 

0.0877 

0.0857 


— 0.0838 


0.0819 

0.0800 

0.0781 

0.0763 

0.0745 

0.0726 

0.0708 

0.0691 

0.0673 


0.0656 


0.0638 

0.0622 

0.0605 

0.0589 

0.0573 

0.0557 

0.0541 
0.0526 
0.05 1 1 


— 0.0496 


0.0481 

0.0467 

0.0453 

. 0.0440 
0,0426 
0.0413 

■ 0.0400 
0.0388 
0.0376 


— 0.0364 


• 0.0352 
0.0340 
0.0329 

• 0.0318 
0.0308 
0.0297 

. 0.0287 
0.0278 
0.0268 


0.0259 


19 

20 
20 

19 

20 

19 

20 

19 

20 
19 
19 
19 
19 

18 

18 

19 

18 

17 

18 

17 

18 

16 

17 

16 

16 

16 

16 

IS 

15 

IS 

15 

14 

14 

13 

14 
13 
13 
12 
12 
12 
12 
12 
II 

II 

10 

11 
10 

9 

10 

9 


— j— 0.0982 


-|- 0.0983 
0.0984 
0.0983 

0.0982 

0.0980 

0.0976 

-j- 0,0972 
0.0968 
0.0962 


+ 0.0956 


+ 0.0949 
0.0941 
0.0933 

-J“ 0.0924 
0.0915 
0.0905 

+ 0.0895 

0.0884 

0.0873 


-(- 0.0861 


4“ 0.0850 
0,0837 
0.0825 

+ 0.0812 
0.0799 
0.0786 

+ 0-0773 

0.0759 

0.0746 


+ 0.073^ 


4- 0.0718 
0.0704 
0.0690 

4- 0.0676 
0.0662 
0.0648 
4- 0.0634 
0.0620 
0.0606 


+ O 0592 


4- 0.0578 
0.0564 
0,0551 

4 - 0-0537 

0.0524 

0.0510 

+ 0.0497 
0.0484 
0.0471 


4- 0.0459 


I 

I 

I 

1 

2 
4 

4 

4 

6 

6 

7 

8 
8 

9 

9 

10 

10 

11 

11 

12 

11 

13 

12 

13 
13 
13 

13 

14 

13 

14 
14 
14 
14 
14 
14 
14 
14 
14 
14 
14 
14 
14 

13 

14 

13 

14 
13 
13 
13 

12 


+ 0.0103 


4- 0.0051 
-j- 0.0001 

— 0.0047 

— 0.0094 
0.0138 
0.0180 

— 0.0221 
0.0259 
0.0296 


0.0331 


0.0364 

0.0396 

0.0424 

0.0452 

0.0478 

0.0503 

0.0525 

0.0546 

0.0566 


0.0584 


• 0.0601 
0.0616 
0.0630 

• 0.0642 
0.0653 
0.0663 

• 0.0672 
0.0680 
0.0686 


— 0.0691 


■ 0.0696 
0.0699 
0.0701 

0.0703 

0.0703 

0.0703 

' 0.0702 
0.0700 
0.0697 


— 0.0694 


0.0690 

0.0685 

0.0680 

0.0674 

0.0668 

0.0661 

0.0654 

0.0646 

0.0638 


— 0.0630 


52 

50 

48 

47 

44 

42 

41 

38 

37 

35 

33 

32 

28 

28 

26 

24 

23 

21 

20 

18 

17 

15 

14 

12 

II 

10 

9 

8 

6 

5 

5 

3 

2 

2 

o 

0 

1 

2 

3 

3 

4 

5 

5 

6 
6 
7 

7 

8 
8 
8 




















A( 16 ) 


Tafel ffir die AMeitongen you *(a3), 


|d5(a!)2:2|d&(a5)s:4| a‘(ai;)^t8 ) | <&(x)eJS2 


4 ” 0.0022 
4 “ 0.0021 
0.0020 
0.0019 

4- 0.0018 
0.0017 
0.0016 

4-0.0015 

0.00 IS 
0.0014 
4“ 0.0013 
4-0.0012 
0.0012 
0.001 1 

4- 0.00 1 1 
0.0010 
0.0010 

4“ 0.0009 
0.0009 
0.0008 


4- 0.0008 
-f 0.0007 
0.0007 
0.0007 

4- 0.0006 
0.0006 
0.0006 

4“ 0.0005 
0.0005 
0.0005 
4- 0.0004 


4- 0.0004 
0.0004 
0,0004 

4" 0.0004 
0.0003 
0.0003 

4- 0.0003 
0.0003 
0.0003 


4. 0.0002 
0.0002 
0.0002 

4 " 0.0002 
0.0002 
0.0002 

4 “ 0.0002 
0.0002 
0,0001 


4- 0.0001 





4“ 0.0125 
4“ 0.0120 
0.0115 

O.OIII 

4- 0.0106 
0.0102 
0.0097 

4- 0.0093 
0.0089 
0.0086 
4- 0.0082 
4- 0.0078 
0.0075 
0.0072 

4“ 0.0069 
0.0066 
0.0063 

4- 0.0060 
0.0057 

0.0055 

4 -o«QQ 52 
4“ 0.0050 
0.0048 
0.0045 

4- 0.0043 
0.0041 
0.0039 

4- 0.0038 
0,0036 

0.0034 

+ 0-0033 
4" 0.003 1 
0.0030 
0.0028 

4“ 0.0027 
0.0026 
0.0024 

4- 0.0023 
0.0022 
0.0021 
4- 0.0020 
4-0.0019 
0.00x8 
0.0017 

4“ 0.0016 
0.0015 
0.0015 

4- 0.0014 
0.0013 
0.0012 


4-0.0012 


- 0.0224 g 
0.0216 Q 



4- Q -0459 
4- 0.0446 

0.0434 

0.0422 

4- 0.0410 
0.0398 
0.0387 

4 - 0-0375 

0.0364 
0-0353 
4 - 0.0342 

4- 0.0332 
0.0321 
0.031 1 

' 4- 0.0301 
I 0.0292 
0.0282 

0.0273 

0.0264 

0.0255 

4- 0.0247 
0.0238 
0.0230 
0.0222 

-4- 0.0214 
0.0207 
0.0199 

4- 0.0192 
0.0185 
0.0178 
-|- 0.0172 


4- 0.0166 
0.0159 
0.0153 

4- 0.0147 
0.0142 
0.0136 

+ 0-0131 
0.0126 

0 . 0 T 2 I 

0 

7 

6 

6 

5 

6 

5 

5 

5 

4 - O.OII6 

5 

4- 0.0II2 

4 

e 

0.0107 

D 

A 

0.0103 

4 

4- 0.0099 

4 

e 

0.0094 

0 

2 

0.0091 

0 

4- 0.0087 

4 

0.0083 

4 

0.0080 

3 
















Tafel fiir die Ableitnngen tobl 


A( 17 ) 


^(*)i 


+ 0.0001 
-f- 0.0001 
0.0001 
0.0001 

- f - 0.0001 
0.0001 
0.0001 

4 - 0.0001 
0.0001 
0.0001 


-f" 0.0001 

+ 0.000 r 


0.0001 — I 

0.0001 I 

0.0001 ' 

+ 0.0000 — ' 





^(05)3:4 

<I>(a 5 ) 4:8 

^ ( cc )^ : 16 

0.0012 

— 0.0031 

4 0.0076 

-|- 0.001 1 

— 0.0030 

4 0.0073 

0.00 1 1 

0.0028 

0.0070 

0.0010 

0.0027 

0.0067 

-f- 0.0010 

— 0.0026 

4 0.0064 

0.0009 

0.0024 

0.0061 

0.0009 

0.0023 

0.0058 

-j- 0.0008 

— 0.0022 

4 0.0056 

0.0008 

0.0021 

0.0053 

0.0007 

0.0020 

0.005 1 

4- 0.0007 

— 0.0019 

4 0.0049 

-(- 0.0007 

— 0.0018 

4 0.0046 

0.0006 

0.0017 

0.0044 

0.0006 

0.0016 

0.0042 

4- 0.0006 

— 0.0015 

4 0.0040 

0.0005 

0.0015 

0.0038 

0.0005 

0.0014 

0.0037 

4“ 0.0005 

— 0.0013 

4 0-0035 

0.0004 

0.0013 

0.0033 

0.0004 

0.0012 

0.0032 

4- 0.0004 

— 0.001 1 

4 0.0030 

4- 0.0004 

— 0.001 1 

4 0.0029 

0.0003 

0.0010 

0.0027 

0.0003 

0.0010 

0.0026 

4- 0.0003 

— 0.0009 

4 0.0025 

0.0003 

0.0009 

0.0024 

0.0003 

0.0008 

0.0022 

-l- 0.0003 

— 0.0008 

4 0.0021 

0.0002 

0.0007 

0.0020 

0.0002 

0.0007 

0.0019 

4” 0.0002 

— 0.0007 

4 0.0018 

4- 0.0002 

— 0.0006 

4 0.0017 

0.0002 

0.0006 

0.0016 

0.0002 

0.0006 

0.0016 

4“ 0*0002 

— 0.0005 

4 0.0015 

0.0002 

0.0005 

p.0014 

0.0002 

0.0005 

0.0013 

4 0.0001 

— 0.0004 

4 0.0013 

0.0001 

0.0004 

0.0012 

0.0001 

0.0004 

0.001 1 

4 0.0001 

— 0.0004 

4 0.001 1 

4 0.0001 

— 0.0003 

4 0.0010 

0.0001 

0.0003 

0.0010 

0.0001 

0.0003 

0.0009 

4 0.0001 

— 0.0003 

4 0.0009 

0.0001 

0.0003 

0.0008 

0.0001 

0.0003 

0.0008 

4 0.0001 

— 0.0002 

4 0.0007 

0.0001 

0.0002 

0.0007 

0.0001 

0.0002 

0.0007 

4 0.0001 

— 0.0002 

4 0.0006 



0 .0II7 

— 0.0113 

— 0.0108 
0.0104 
0.0100 

— 0.0096 
0.0092 
0.0088 

— 0.0084 
0.0081 
0.0077 

— 0.0074 

— 0.0071 
0.0068 
0.0065 

— 0.0062 
0.0059 
0.0057 

— 0.0054 
0.0052 
0.0049 


— 0.0047 

— 0.0045 
0.0043 
0.0041 

— 0.0039 
0.0037 
0.0035 

— 0.0034 
0.0032 
0.003 1 

— 0.0029 

— 0.0028 
0.0026 
0.0025 

— 0.0024 
0.0023 
0.0022 
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Tafel fur die AbleitHBgen Ton 


^(cc)Qi2 I ^(X)^z4: I ^ix)^iS\^(x)^iie\^(po)QiS2\ 


+ 0.0001 
0.0001 
0.0001 


— 0.0002 
0.0002 
0.0002 

— 0.0003 
0.0001 
0.0001 



-j- 0.0006 
-[“ 0.0006 
0.0005 
0.0005 

-j- 0.0005 
0.0005 
0.0004 

-l- 0.0004 
0.0004 
0.0004 
-l- 0.0003 
-l- 0.0003 
0.0003 
0.0003 

-l- 0.0003 
0.0003 
0.0002 

0.0002 
0.0002 
0.0002 
0.0002 
- j - 0.0002 


+ 0.0001 
0.0001 
0.0001 

-|- 0.0001 
0.0001 


— 0.0017 

— 0.0017 
0.0016 
0.0015 

— 0.0014 
0.0013 
0.0013 


— 0.0010 
0.0009 
0.0009 

— 0.0008 
0.0008 
0.0007 

— 0.0007 
0.0007 
0.0006 

— 0.0006 

— 0.0005 
0.0005 
0.0005 

— 0.0005 
0.0004 
0.0004 

— 0.0004 
0.0004 
0.0003 

— 0.0003 

— 0.0003 
0.0003 
0.0003 I 


0.0002 I 
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